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0ber die W~rmebewegung in festen und fliissigen 
K6rpern. 

Von J. Frenkel in Leningrad. 

(Eingegangen am 10. Dezember 1925.) 

I. Die Wgrmebewegung der Atome in festen kristallinischen KSrpern wird analysiert - -  
auf Grund der Joff6schenVorstellung der partiellenDissoziation - -  und quantitativ 
charakterisiert dutch Wahrscheinlichkeiten, die sich auf (lie Dissoziation dcrAtome, 
ihre Verschiebung im Zwischengitterraum und die Wiedervereinigung mit leeren 
Pl~tzea beziehen. Die Temperaturabh~ngigkeit dieser GrS~e wird n~herungsweise 
bestimmt und daraus die elektrische Leitf~higkeit yon bin~ren Salzen als Funktion 
der Temperatur berechnet. II. Die W~rmebewegung in Fltissigkeiten wird mit tier 
Bewegung der dissoziier~en Atome in Kristallen identifizier~ und durch Anwendung 
des Stokesschen Gesetzes auf die Fltissigkeitsatome derViskosit~tskoeffizient yon 
einfachen Fltissigkeiten (wie Hg) richtig - -  hinsichtlich der Gr5~enordnung lind' 

Temperaturabh~ingigkeit - -  berechnet. 

I. F e s t e  K S r p e r .  

w 1. Naeh der tiblichen Vorstellung besteht die Warmebewegung 

im festen Zustande in~Sehwingungen der Atome (oder Ionen) um gewisse 

~este Gleichgewichtslagen, die ein fiir den betreffenden KSrper charakte-  
ristisches Raumgitter bilden. 

Dieses Bild ist abet sieher unvollkommen. Die Erseheinung der 

D i f f u s i o n,  die bei der Misehkrlstallbildung und veriaittelst radioaktiver 

Isotope beobachtet werden kann, beweist namlich in ganz unzwei~elha~ter 

Weise, dal3 die schwingenden Atome eines festen Kiirpers ihre Gleich- 

gewichtslage, d.h. ihre Platze im Krlstallgitter, weehseln kSnnen. 

Diesen ,Platzwechsel" kann man sich nun in zweifacher Weise vor- 
stellen - -  entweder als einen d i r e  k t e n Ubergang der betref~enden 

Atome yon gewissen Punkten des Kristallgitters zu anderen (nachst- 

]iegenden), oder als elnen i n d i r e k t e n  Ubergang, bei dem ~edes Atom 

slch eine Zeitlang aul3erhalb der normalen Gitterpunkte, also im ,, Zwischen- 

gitterraum", bewegt, bis es elne neue Gleiehgewichtslage, welehe mit 
elnem anderen Punkte des Krlstallgitters zusammenfallt, annimmt. 

Nach der ersten Vorstellung, die yon v. H e r e s y  herriihrt, sollte 

der lalatzwechselvorgang dutch eine gleiehzeitige Versehiebung einer 

K e t t e  yon Atomen (oder lonen) gesehehen. Dabei kiinnten diese Ketten 
gesehlossen oder ungeschlossen sein. Im ersteren Falle h~tte man es mit 
,zyklisehen Verschiebungen" zu tun, die die gu~ere Begrenzung des 
K0rpers nicht beeinfiussen. Im letzteren Falle wiirde die Kette tier sieh 
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verschiebenden Atome auf der K(irperoberflache beginnen uad enden; 

dies wiirde offenbar dem Stromdurchgang dutch einen elektrolytiseh 
leitenden Kristall entsprechen. Wir mii$ten uns also nach H e r e s y  
vorstellen, da$ beim Elektrizitatsdurchgang durch einen heteropolaren 
Kristall die Ionen sich nicht unabhangig vaneinander in Richtung des 
Feldes versehieben, sondern daft iedesmal eine Kette, die aus Milliarden 
yon Ionen glelchen Vorzeichens gebildet ist, als Ganzes um einen Schritt 

vorriickt. 
Das ware eine recht monstr(ise Vorstellung, und es ist das Ver- 

dienst A. J o f f 6 s  klar festgestellt z u  haben, daft der Elektrizltats- 
durchgang in dielektrischen Kristallen ganz anders geschieht. A. Jo f f6  

hat namlich gezeigt, daI~ nieht a l l e  Ionen (wie bei t i e v e s y )  an dem 

Elektrizitatstransport direkt teilnehmen, sondera nut solche, die als 
, ,d issoz i ier t"  betrachtet werden k(innen. Dabel ist gemelnt, da~ ein 
Tell der Ionen d a u e r n d  aul]erhalb der normalen Gleichgewiehtslagen, 
die den Kristallgitterptmkten .entsprechen, bleibt, und dal~ n u r d i e s e 
I o n e n beweglich sind (also die Rolle tier ,, freien Elektronen" in Meta11- 
leitern spielen). 

Es gelang A. gof f6 ,  aus seinen Messungen tier elektrischen Leit- 
fahlgkelt yon Quarz den Dissoziationsgrad des Kristallgltters zu berechnen 
und ihn yon der Bewegliehkeit der einzelnen (dissoziierten) Ionen zu 
trennen 1). Er hat ferner gezeigt, daft aueh fremde Ionen dutch ein ge- 

gebenes Kristallgitter hlndurchgehen k(innen, ohne dieses zu stSren. Dar- 
aus erhellt, daft aul~erhalb der um die Kristallgitterpunkte schwingenden 
Ionen noch ein sehr groSer  Raum zur Verfiigung steht. In diesem 
, , Z w i s e h e n g i t t e r r a u m "  miissen sieh also die dissoziierten Ionen (oder 
Atome) auch bei Abwesenheit eines auferen elektrlschen Feldes bewegen. 

w 2, Wird ein fester KSrper in einem ganz evakuierten Raume ein- 
gesehlossen, so mu~ er schneller oder langsamer ve  r d a m 13 f e n. Dies 

bedeute~, dal~ die Atome, welehe die Oberflache des K(irpers bilden, sieh 
friiher oder sparer yon ihren Platzen losrei~en und in den au~eren Raum 
hineinfliegen. 

Wenden wir uns den inneren Atomen zu, so miissen wit ein ahn- 

liehes Bild erwarten; nut ist der auftere Raum hler dutch den Zwischen- 
gi~terraum zu ersetzen. Dem Dissoziationsvorgang muI~ offenbar eine 
gewisse Wahrseheinlichkeit zugeschrieben werden; diese Wahrseheinlich- 
keit, auf ein bestimmtes Atom und die Zeiteinheit bezogen, wollen wit 

1) Ann. d.'Phys. 72, 481, 1923. Siehe auch Rapports du IV 0ongr6s Solvay, i924. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXV. 45 
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mit a bezeichnen und als eine noch tmbestimmte Funktion der Temperatur 
betrachten. Es sei bemerkt, dal] sie viel grii~er sein mu~ als die ent- 
sprechende Wahrscheintichkeit fiir den Verdampfungsvorgang, da im 
letzterenFalle die zum ~otalen Losrei~en eines Atoms notwendlge Energie 
grSfier ist  als bei der Dissoziation. 

Was nun die. d~ssoziiertenAtome anbetrifft, so kann man sich vor: 
stellen, da~ ihre Warmebewegung entweder in einem einfachen kontinuier- 
lichen ,Kriechen" in dem Zwischengitteraum besteht, oder da~ sie, ebenso 
wie die undissoziierten (gebundenen) Atome, an gewissen Gleichgewichts- 
lagen i r a  komplementaren ,,Zwischenraumgitter" haften, also um diese 
, , i r r egu!a ren"  Gleichgewichtslagen schwingen und nur nach eiaer 
vielleicht recht gro~en Anzahl von Schwlngungen nach einer anderen 
n~chstliegenden irregul~ren Gleichgewichtlage iibergehen. Diese' letzte 
Vorstellung schelat mir die richtige zu sein, da die Beweglichkeit tier 
dissoziierten Atome so klein ist, dal3 �9 Zeit, welche fiir eine elementare 
Verriickung notwendig ist, sich im allgemeinen als ein sehr grol]es Viel- 

laches der Schwingungsperiode ergibt. 
Dementsprechend wollen wir neben ~ die Losreil~ungswahrschelnlich- 

keit a' ftir eLa dissoziiertes Atom (oder Ion) einfiihren; ~' bedeutet also 
die Wahrscheinlichkelt dafiir, dat] ein um eine irregulare Gleichgewichts- 
lage schwingendes Atom sich innerhalb tier Zeiteinheit losrei~en und 
(praktisch momentan) zu einer naehstliegenden aueh irregalaren Gleich- 
gewichtslage iibergehen wird. (Selbstverstandlich mu~ cr viel griil~er 

als ~ sein.) 
In solcher Weise wird ein dissoziiertes Atom im ganzen Kristall 

herumwa~dern, his es auf eine leere Stelle des Kristallgitters trifft, welche 
es dann besetzen wird. Mit diesem Akte, den wir als ,,Assozlation" 
bezeiehnen werden, kommt ein u zu Ende, der einem eigentlichen 
,,Platzwechsel" (in t tevesyschem Sinne) entspricht. Der Platzweehsel 
der Atome im Kristallgitter mu~ also dutch eine sehr lange R~ihe yon 
elementaren Verriickungen im Zwischengitterraum verwirklieht werden. 

Bevor wir diese u prazisieren, miissen wir noch die 
folgende Ersekelnung b e t r a c h t e n . -  Es sei A ein freier (leerer) Platz 
des Krista]lgitters. Die diesen Platz umgebenden ,,gebundenen" (nicht 
dissoziier~en) Atome kSnnen - -  wie alle anderen - -  aus ihren Gleich- 
gewichtslagen losgerissen werdem Es ist aber dabei mSglich, dab eines 
yon ihnen ni  c h t in den Zwlschengitterraum - -  also in eine irregulare 
Gleichgewichtslage - -  iibergeht, sondern sogleich den erw~hnten leeren 
Platz iibernehmen wird. Diesen Vorgang, dessen Wahrscheinlichkeit wir 
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mit ~" bezeichnen wollen, kann man am besten als eine eiementare Ver- 
riickung des l e e r e n  P l a t z e s  auffassen. 

w 3. Wir sehen also, dal] die Warmebewegung in einem festen 
kristallinischen Kiirper sleh im allgemeinen aus den folgenden Bewegungs- 
typen zusammenstellt: 

1. Die Sehwingung der Atome um ihre (regulare oder irregulare) 
Gleichgewlchtslage. 

2. Die Dissoziation der gebundenen Atome. 
3. Die Wanderang der dissoziierten Atome (dureh elementare Ver- 

riiekungen im Zwisehengitterraum). 
4. Die Assoziation der dissoziierten Atome. 
5. Die Wanderang der freien (leeren) Platze. 
Fiir 2, 3. und 5. haben wir sehon gewisse quantitative Mal]e in 

den (noch unbestimmten) Wahrseheinlichkeiten cr a', ~" gefunden. Um 
4. quantitativ zu besehreiben, wollen wir annehmen, dal] es eine gewisse 
Wahrscheinlichkeit fl gibt fiir das Zusammentreffen eines dissoziierten 
Atoms mit einem leeren Platze. Da die Wanderung der dlssoziierten 
Atome mad der leeren Platze ganz ung e o r d ne t  ist, so muI~ diese Wahr- 
seheinlichkeit dem Produkt ihrer Anzahl (n' bzw. n") pro Volumen- 
einheit proportional sein. Wir haben also 

fl = ~,n 'n" ,  (1) 

wo ~, ein Koeffizient ist, der ebenso wie ~, g' and cr nur yon der Tem- 
peratur abhitngt. 

Im einfachsten Falle, wenn die dissoziierten Atome sich im Kristall 
gleielrmi~/~ig verteilen, kann man n" --~ n' setzen und folglieh 

/3 = 7n  '~. ( la)  

Die zeitliche tkndertmg yon n' ( =  n") mui~ im allgemeinen (ira nicht 
stationaren Zustand) durch die folgende Differentialgleichung best~mmt 
werden: 

dn '  
7 n  , (2) d t  - -  ~ z ( n ~  '2 

w o n  o die totale Anzahl der Atome in der Volumeneinheit bedeutet; 
n = n o - - n '  ist also die Anzahl der gebtmdenen (nicht dissoziierten) 
Atome pro Volumeneinheit. 

Im stationaren Zustand hat man nach (2) 

7 n  '~ - t -  a n '  - -  a n  o = 0, 
das heil]t 

n"- - - -  - -  e~ + Vtz 2 -{- 4 ~ , a n  o 

27  
(3)  

45* 
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Is t  die Anzah] der dissoziierten Atome in bezug auf no, also der Disso- 

ziationsgrad - -  = v sehr gering, so kann man (3) dureh die angenaherte 
~*o 

Gleichung 

n' ~ ~n~ (3a) 
~ 7  

oder 

- = v = ( 3 b )  
'~bO 0 

ersetzen. 
Zum Schlul] dieses Paragraphen sei bemerkt, dai] die dargestellte 

Auffassung des Dissoziationsvorgangs in festen KSrpern eine auffallende 

Analogie mit dem Dissoziatloasvorgang in zweiatomigen Gasen (oder 

LSsungen) zeigt. Dabel spielen die leeren Platze eine mlt den dissozlierten 

Atomen gleichbereehtlgte Rolle:  der Assoziationsprozel~ wird namlleh als 

eine Verelnigung yon zwei selbstandigen Dingen - -  einem dissoziierten 

Atom lind einem leeren Platz - -  betraehtet. 
Wegen der oben erwghnten Bewegliehkeit der leeren Plgtze (sofern 

sie tatsgchlich reallsiert wird), kann maa sic als eine Art  ,,negativer 

Atome" - -  die aber im Gegensatz zu den reellen Atomen nicht dissoziiert 

werden kSnnen - -  behandeln. 
w 4. Die Abhgngigkeit der GrSl3en tz, u', u" und ? v o n  der Tempe- 

ratur kana dureh eine Formel bestimmt werden, die ieh in Verbindung 

mit elner Theorie der Adsorptionserscheinungen aufgestellt babe [und 

auf den Dissoziationsvorgang in Kristallen sehon damals anzuwenden ver- 

suchte] 1). Diese Formel lautet : 
1 U o 
- = ~ = ~o  ek r ,  ( 4 )  

wo v die mittlere Verweilzeit eines gebundenen Atoms, v o die Periode 

seiner frelen (W~rme-) Sehwingungen und U 0 die Arbeit, welehe erforder- 

lieh ist, um es aus seiner (regul~ren) Gleiehgewichtslage in den Zwischen- 

gitterraum zu eaffernen, bedeuten. Die obige Formel zelgt also, dal] 
die Anzahl Sehwingungen, die ein gebundenes Atom um seine (regulare) 

Uo 
Gleiehgewiehtslage macht, durehsehnittlieh gleieh e ~ ist 2). 

1) ZS. f. Phys. 96, 117~ 1924. 
2) Wenn dies aueh nieht genau gilt, so ist es doeh sieher, dal] die Tem- 

peraturabh~ngigkeit von ~ im grollen und ganzen durch Gleiehung (4) richtig 
wiedergegeben wird und dab der Koeffizient ~o die Gr51lenordnung der Periode 
der freien Schwingungen hat. 
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Wir wollen eine ganz analoge Formel fiir die mittlere Anzahl der 

Schwingungen elnes dissoziierten Atoms um irge~d eine irregulare Gleich- 
gewichtslage annehmen, also ~' dutch die folgende Gleichung bestimraen: 

1 vg 
t 

- ~ ~' ~-- ro eke' .  ( 4 a )  
tZ '  

Die physikalische Bedeutung der Energie Ug bleibt dabei etwas unklar, 
da die Energie eines dissoziierten Atoms in zwei versehieden~n (irregularen) 

Glelehgewichtslagen durehsehnittlieh denselben Weft  hat. Es ist natiir- 
lich anzunehmen, dal~ U'o gleieh ist der Arbeit, die aufgewandt werden 
mu~, um ein in einer irregu]aren Gleichgewichtslage ruhendes Atom zur 
Grenze eines naehst]iegenden Gebiets derselben Art zu bringen. U' o mul~ 

offenbar klein in bezug auf U o sein (was c~'>> g bei v o ~ v' o entspricht). 
Eine Formel desselben Typus wie (4) und (4a) mu~ of[enbar fiir a" 

bestehen, also 
pt 

1 U o 
v . . . .  e k r (4b) 

~Z 

i !  t t  �9 wo aber den Gr~13en v o und U o keme anschau]iche mechanische Bedeutung' 
zukommt. 

Was nun den Koeffizienten ~ anbetrifft, so kann man ihn naherungs- 
weise folgendermal]en bestimmen. Es sei # der ,,effektlve Durchmesser" 

elnes Atoms. Dabei ist gemeint, dal~ das Zusammentreffen eines disso- 
ziierten Atoms mit einem leeren Platze - -  also eine Assoziation - -  nur 
dann stattfindet, wenn der Abstand ihrer Zentren voneinander = oder 
< p ist. Legt alas dissoziierte Atom bei seiner Wanderung im Zwischen- 
g'itterraum einen Weg Z zuriiek, so beschreibt sein ,,effektiver Quer- 
schnitt" 6 ~ x ~2 ein Volumen yore Betrage x Q:Z = 6 Z. Die mittlere 
Weglange Z, die e inem Assoziationsakt entsprieht, mu$ offenbar durch 
die Gleiehung 

~ " ~ L  = I (5) 

bestimmt werden (ebenso wie die freie Weglange in der kinetlsehen Gas- 
theorie, we~m yon der Bewegung der Molekiile abgesehen wird). 

Dieser Weg JL wird sehrittweise zuriickgelegt, indem ieder Sehritt 
eine elemenfare Verriiekung um die Streeke ~ bedentet, welehe gleich 
dem Abstand zwischen zwei naehstliegenden irregularen Gleiehgewiehts- 
lagen im Z w i s c h e n r a u m g i t t e r -  also ungef~hr gleich dem Abstand 
zw~sehen zwei Naehbaratomen im normalen (undissoziierten) Kristall- 
gitter - -  ist. Die entspreehende elementare Zeit mul3 offenbar (ira Mittel) 
mit der Verweilzeit v' zusammenfallen. Die mittlere Gesehwindigkeit v, 
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mit welcher ein dissoziiertes Atom Sich im Zwischengitterranm bewegt, 
wird also gleich 

~ vo 
v - -  - -  , e  k ~ .  ( 6 )  

T' ~0 

Der Weg Z mu~ daher ~in elner Zeit t -  - -  zuriickgelegt 
v n"6(~ 

werden. Darans ergibt sich leicht, dal~ die Anzahl der Assozlationsakte 
pro Zeit und Volumeneinheit g le ich  

n' .  1- = n'n" 
t v' 

sein mul~. Vergleichen wit diese Formel mit (1), so bekommeO wit den 
folgeaden Ausdruck fiir den Koeltizienten 7:  

7 : --., (7) 
T 

Das Produkt 6~ ist seiner Gr(tl~enordnung nach gleich dem Volumen, 
das e inein Atom des betrachteten Kristalls zukommt. Wir k~innen 

dementsprechend 

6 ~ =  g- 
n o 

setzen, wo g einen Zahlenkoeffizienten vonder  Grii$enordnung I bedeutet, 
und daher (7) in der folgenden Form umschreiben: 

g (7a) 
- -  noV," 

Setzt man diesen Wert yon 7 in (3 b) ein, so wird 
t 

r gv  F g v  o 

Es scheint ferner interessant, die oblgen Formeln au~ den Fall der 
E i n s t e l l u n g  des stationaren Zustandes anzuwenden. Beschraaken wir 
uns auf kleine I)issoziationsgrade, so wird nach (2) 

dn'  

d t - -  

und folglich, wle lelcht einzusehen: 

7 ( t + c ) =  !g ~ , 

1/- 1 
an~ - -  no [naeh (7a) und (S)], also ~- --~ dem normalen, w ~  7 v 

dem stationiiren Zus/~and entsprechenden Werte yon n' ist. Bezeichnet 
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i m  

man diesen Normalwert yon n'  mit ~ und beachtet, dal] 7 k  --__ [ vv ' ,  s'o 

kann man die obige Formel in die Gestalt bringen 

2 1 § n'/~' 
(t + ~) - -  1~ 11 - '~'/~' I (9) 

Dabei bedeutet c eine Integrationskonstante, deren Wert  sioh aus den 

An[angsbedingungen leicht bestimmen lal]t. Wenn der Anfangswert yon 

n ' /n '  (Iiir t --~ 0) sehr grol~ oder sehr klein ist (was einer betriichtlichen 

Entfernung yon dem Normalzustand entspricht), so wird c ~_~ 0 und 

folglich die Zeit tl, welche fiir die Eins te lhng  des Normalzustandes 

n~tig ist, praktisch gleich 
r 

--  U0 + Uo 

: ~ 1~o% e 2k~" , (9~)  

d. h. gleich dem geometrischen Mittelwert yon v und v'. 

w 5. Die Wanderung der Atome im Kristallgitter (oder Zwlschen- 

gitterraum) kann als eine Art  yon Diffusion bzw. ,,Selbstdiffusion" auf- 

gefa6t werdenl). Betrachten wir n u r  die dlssoziierten Atome, so kann 

man den entsprechenden Diffusionskoeffizienten durch die bekannte 

Glelchung 
1 (~2 

D '  - -  ( 1 0 )  

definieren. 

Fassen wir eine bestimmte Menge yon dissoziierten Atomen (z. B. solche, 

die zur Zeit t ~--- 0 sich in einem gewissen Vohmen V befinden) ins Auge, 

so wird die raumzeitliche Ver~nderung ihrer Konzentr~ion (Anzahl pro 

Vohmeneinheit) N '  durch die gewShnliche Diffusionsgleichung 

- -  ~ D'z/~ 2V ' 
c)t 

bestimmt sein, sofern yon neuen Dissoziations- bzw. Assoziationsakten 
abgesehen wird. 

Man kann aber die Bewegung der Atome im Kristall yon einem 
anderen Standpunkt aus betrachten, indem nicht die Wanderung der disso- 

ziierten Atome, sondern nur der Platzwechsel der gebundenen bertick- 

sichtigt wird. Da jedes gebundene Atom frfiher oder sparer dissoziiert 

werden mull, um nach einem vielleicht langeren tterumwandern wieder 

an einer anderen Ste]]e gebunden zu werden, so ]<ann man yon diesem 
tterumwandern ganz absehen und nur die Endpunkte des ganzen Vor- 

1) VgL meine Arbeit iiber die Elektronentheorie der ~[etalle (ZS. f. Phys. 
29, 214, 1924. 
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gangs in Betracht ziehen. - -  Von diesem Standpunk~ aus miissen a l l e  
Atome an dem Selbstdiffusionsvorgang teflnehmen. Bezeichnen wlr den 

entspreehenden Diffusionskoef~izienten (der in der H e r e s y  sehen Theorie 
auftritt und als ,,Platzwechselkonstante" bezeiehnet wird) mit /9, so ist:  

das heil]t 

r 

t 
~s Uo + Uo 

D == D ' v  - -  e 2kr (11) 
I /g  ' 6 v o v o 

[nach (8)und (10)]. Diese Beziehung folgt unmittelbar aus dem Urn- 

stand, dal] D' 0 N '  0 N ~ - x  dieselbe Anzahl der Atome wie D ~ -  bedeuten soll 

(N' ~ v N). Zu demselben Ergebnis kann man auch in folgender Weise 

kommen. 
Die Wanderung eines dissoziierten Atoms dauert im Mittel w~hrend 

einer Zeit & .  Addieren wit dazu die mittlere Verweilzeit v eines ge- 
~n 

1 
- -  welche einem voll- bundenen Atoms, so bekommen wir die Zeit v + ~n" 

endeten ~bergang yon elner regularen Gleichgewichtslage zu einer anderen 
entsprieht. Bezeichnen wir mit l/2 das mittlere Abstandsquadrat beider 

Lagen, so wlrd offenbar z/~ gleieh/~ real der Anzahl der elementaren Ver- 

1 62 
riickungen ~ n' v ~ '  d . h . . 4 3  ~ - - ' 7  n' v' 

Der Diffusionskoeffizient D bestimmt sieh dureh die Gleiehung 
z/s 

D ~ welche naeh Einse~zen des vorangshenden Ausdrucks 

fiir d 2 die Gestalt 

oder, da 

D = 

annimmt. 
Aus 

~2 D' 
6~'(1 + v~,n') - -  1 + v~n '  

- - _ _  ~ ~ t  0 1 ~,n,. z n____n  o, d . h .  7 n ' r _ _  , - -  >> 1, 

D ~ D ' v  

der obigen Uberlegung wlrd ersichtlich, dad J o f f 6 s Vor- 
stellung der Diffusionsbewegung n u r  dissoziierter Atome mit dem H e v esy-  
schen ,, Platzwechselvorgang", an welchem al 1 e Atome als glelchbereehtigt 
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teilnehmen, praktisch aquivalent ist - -  solange die Beziehung (11) be- 

riicksichtigt wird. 
H e v e s y hat seine Platzweehselkonstante aus der elektrisehen Leit- 

fahigkeit A des betreffenden Kristalls mittels der bekannten E i n s t e i n -  

sehen Relation berechnet trod in einigen Fallen mittels radioaktiver 

Isotope an tier Erfahrung direkt gepriiftl). 
Dabei war  vorausgesetzt, dai~ in elektrolytiseh leitenden Kristallen - -  

wie z. B. Na C1, Pb CI: usw. - -  nur Ionen einer Gattung beweglieh sind. 

Unter solehen Umstanden kann man einen zweiatomigen Kristall, 

z. B. NaC1, in derselben Weise behandeln, wie es oben fiir elnen einfachen 

K~irper getan wurde. 

Die zusatzliehe Gesehwindlgkeit, welche die (beweglichen)Ionen 

unter dem Einf]nl3 einer aul]eren Kraft  F bekommen, ist dieser Kraft  

Y 
proportional, also gleieh v ~ f '  wo f den ,,Reibungskoeffizienten" be- 

deutet. Dieser Reibungskoeffizient ist mR dem Diffusionskoefflzienten 

(,,Platzweehselkonstante") D durch die E i n s t e i n s e h e  Gleichung 

f D  ~ k T  (12) 

verkniipft. - -  Betrachten wir nur die dissoziierten Ionen, so mull offenbar 

f durch einen anderen Reibungskoeffizienten f '  k T ~ ,  d.h. 

f f '  ~ - (12a) 

ersetz~ werden. (Dies entspricht J o f f ~ s  Auffassung.) In  beiden Fallen 

bekommt man dense!ben Ausdruck fiir die elektrische Leitfahigkeit des 

Kristalls, namlich 

f f '  
wo , die Ladung eines Ions bedeutet, oder 

A - -  k T  - -  k T  - -  k T  v D ' ,  (13) 

d.h.  nach (11) : 

2kT (13a) 
t/g ' 6 ZoZ o 

Dabei wird yon der Beweglichkeit der leeren Platze ganz abgesehen. 
Diese kann man leieht berticksiehtigen, indem man die leeren Platze als 

1) ZS. f. Phys. 2, 148, 1920. 
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Ionen entgegengesetzten Vorzeichens behandelt  mit  einem Diffusions- 
t 

(~ 6~ uo 
koefflzienten D" - -  - -  ,, e k r und der Konzentrat ion n" ~ n'. 

6v" 6v o 
In  einer Criiheren Arbe i t  I) babe ich aus den yon H e r e s y  angeftihrten 

Daten ftir die Platzwechselkonstante D die Schwingungsperlode v o und 

die Abtrennungsenergie U o der Pb-Ionen im PbCl~-Krls ta l l  mit tels  der 

einfachen Formel  
d 2 U oo 

D ~ ~voe"  kT 

zu berechnen versucht.- Es ist  nun ersichtllch, dal] diese Formel  kelnen 

Sinn hat  und dm'ch die Formel  (11) ersetzt werden mul~. Wi r  miissen 

also unsere friiheren U o durch das arithmetische ~[ittel U~ + U'~ und v o 
2 ' 

durch das geometrische Mittel  ~VoV'o (mult ipl iziert  mit  l / g ) e r s e t z e n .  

Identifizieren wir  d (Abstand zwlschen Nachbaratomen) mit  6 und be- 

achten, dal3 g yon der GrSl3enordnung 1 ist, so bekommen wir  aus der 
~ / - -  

' 10 -13 sec und U o + U o ~ 30 kcal/Mol. obigen Rechnung roy o ~-~ 

Es wi~re interessant, die beiden GrSl~en U o und U' o vonelnander zu 

trennen. Dazu miiSte man den Dissoziationsgrad des betrachteten Kristal ls  

kennen. Leider  gibt  es experimentelle Daten dieserAr~ nur fiir Quarz ~), 

w o e s  noch ganz unklar  ist, welche ]onen fiir die elektrische Leitfahig- 

kelt  verantwort l ich slnd. Deshalb miissen wir  diese Frage  vorl~ufig 

offenlassen. 

I I .  D i e  W i i r m e b e w e g u n g  in  F l i i s s i g k e i ~ e n .  

w 6. Es ist  iiblich, den fltissigen Zustand als mit  dem gasf(irmigen 

~hnlich zu betrachten und beide yore lessen Zustand s~reag zu trennen. 

Ohne diese Xhnlichkeit  zu bestreiten, mCichte ich darauf hinweisen, dal3 

der fliissige Zustand in mancher Hinsicht, wle energetisch und auch in 

Hinsicht  auf das spezifische Volumen, viel  naher dem festen als dem gas- 

fSrmigen Zustand liegt, und dab dementsprechend die Warmebewegung 

in Fl i iss igkei ten eine viel  grSBere Analogle zu der Warmebewegung in 

festen KSrpern als zu der in Gasen aufweisen muir. In  dem Fal le  

a m o r p h e r fester K~irper, die man iiblicherweise als ,, unterkiihlte Fliissig- 

keiten" bezeichnet, muI3 diese Tatsache iedenfalls anerkannt werden. 

Was  nun den Unterschied zwischen a m o r p h e n  und k r i s t a l l i n i s c h e n  

1) j .  F r e n k e l ,  ZS. f. Phys. 26, 137, 1924. 
u) A. Jo f f6 ,  Ann. d. Phys. 72, 481, 1923. 
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i e s t e n  Kiirpern in bezug auf den Charakter der Warmebewegung ihrer 

Atome anbetriflt, so muff dieser Unterschied darauf zuriickgefiihrt werden, 

daff im ersten Falle, im Gegensatz zu dem zwelten, keine regularen, ein 
Raumgitter bildende Gleichgewichtslagen der Atome existieren. Mit 
anderen Worten: ein amorpher ~ester K~irper muff als ehl vollst~tndig 

dissoziierter Kristall angesehen werden, dessen Atome n u r u m  irregulare 
Gleichgewichtslagen schwingen und - -  ganz wie die dissoziierten Atome 
eines Krisialls - -  sich von einer Gleichgewichtslage dieser Art  zu einer 
anderen allmahlich verschieben. 

Da es in ttinsich~ au~ den kinematischen Charakter der Warme- 
bewegung zwischen amorphen testen K(irpern und Fltissigkeiten (iedenfalls 
unterhalb der kritischen Temperatur" ) keinen Unterschied geben kann, 
so muff das obige Bild auch bei den Fliissigkeiten richtig bleiben. Die 

iibliche Vorstellung, nach welcher die Fliissigkeitsmolekiile aufeinander 
,wle Wfirmer krlechen", ist also absolut falsch. In Wirklichkeit miissen 
diese Molekiile oder Atome - -  bel elnfachen Substanzen - -  elne Zeitlang 
um gewisse irregulare Gleichgewichtslagen schwingen; ihre Verschiebung 
in dem yon dem Kiirper eingenommenen Raume geschieht schrlttweise durch 
eine Reihe yon elementaren Verriickungen aus einer Gle[chgewichtslage 
zu der nachstea. 

w 7. Die mittiere Anzahl der Schwingungen, welche yon einem 
Fltissigkeitsatom au~ derselben Stelle gemacht werden, muff - -  ganz wie 
bei den dissoziierten Atomen eines Kristalls - -  gleich dem Ausdruck 

uo' 
e k T sein, wobei die Ener~e U~ und die Schwingungsperiode v' 0 bei der- 
selben Substanz in beiden Fallen angenahert den gleichen Wert haben 
muff (sofern dleser Wer~ yon der Warmeausdehnung unabh~ngig bleibt, 

was in Wirklichkeit kaum mSglich ist - -  besonders in bezug auf U'0). 
Wit kSnnen also den Diffusionskoeffizlenten (oder Selbstdiffusions- 

koeffizieuten) einer monoatomaren Fliissigkeit durch die Formel 

P '  : - -  e k T  

bestimmen, und daraus den Reibungskoeffizienten f' dutch die E in s t e i n sche 
Gleichung: 

kT 
f ' - - ~ D ' '  

Im Falle der geschmolzenen Salze, deren ~[olekiile - -  wie im festen 
Zustand - -  vollstandig in ihre Ionen dissozfiert sind, kann man daraus 
die elektrische Leitfahigkei~ berechnen [indem man in der Gleichung (13) 
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einfach v ~ 1 setzt und die entsprechenden Ausdriicke ftir verschiedene 
Ionenarten addlert]. 

Auf diese Frage wollen wir nicht eingehen, da hier nichts •eues 
gesagt werden kann. 

Es gibt abet elne andere F r a g e -  namlich die Frage nach der 
V i s k o s l t ~ t  der Fliissigkelten, die mittels der obigen Betrachtungen 
q u a n t i t a t i v  gelSst werden kann. 

Bezeichnen wir den u der betrachteten (ein- 
faehen) Flilsslgkeit mit ~, so wird die Reibungskraf~, mit welcher:die 
Fltissigkeit auf eine sich mit der Gesehwiudigkei~ v bewegende Kugel yore 
Radius a wirkt, dutch die bekannte Stokessche Formel iF ~ 6 ~ a v  

gegeben. Diese hydrodynamische Formel bleib~ wie bekannt auch im 
Bereiche sehr kleiner Radien giiltig und kann auf einzelne Molektile und 
Atome angewandb werdeu 1). 

Wir kiinnen sie spezlell auf den Fall der Atome selbst der be- 
trachteien Fliissigkei~ anwenden, indem diese Atome als sehr kleine 
Kugeln vom Radius a angesehen werden. In diesem Falle mul} das Ver- 

h~ltnis --F ~ 6 ~ ~ a mit unserem Reibungskoeffizienten f '  identisch sein. 
V 

Aus der Gleichse~zung belder GrSSen ergibt sieh folgende Formel fiir den 
Viskosit~skoeffizienten ~ : 

t 
r. o k T  ug 

- -  z a / t  2 e ~ T ,  ( 1 4 )  

welche seine Temperaturabhanglgkelt and seine absolute Grtil~e (oder 
wenlgstens Griil~enordnung) rlchtlg bestimmt. 

In der folgenden Tabelle slnd die ~-Werte ~iir Hg bei verschledenen 
Temperaturen (yon - - 2 0  bis 300 o C) angefiihr~, and ftir iedes (kleinstes) 

t 
T0  Temperaturlntervall die GrSl3en U' o (in kcal/Mol) und ~ - ( x  10 - n )  

bereehnet. 

t o C . . . . . .  20 0 50 100 200 300 

. . . . . .  0,0186 0,0169 0,0L41 0,0122 0,0101 0,0093 

U' o . . . . .  1,21 1,23 1,39 1,43 1,41 
t 

v~ 10 -]1 1,55 1,53 1,32 1,14 1,11 a ~  2 X 

~) Zum Beispiel hat Einstein damit die GrSfle der Zuckermolekiile (aufgelSst 
in Wasser) berechnet. 
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U' o ergibt sich also gleich etwa (iem Dreifachen der Schmelzwarme 
yon Quecksilber (0,57 kcal / ) Io l ) .  Setzt man ferner a ~ ~ ~--- 10=Scm, 

so wird V'o ~--- 10-13, d.h.  auch Yon tier richtigen Gr(!i~enordnungl). 
Die obige Formel  (14) bleibt gtiltig nur bei einfachen Substanzen. 

Im Falle des Wassers z. B. gibt sie ~ r  U' o etwa 5,7 his 3,6 kca l /Mol  
t 

(zwischen t �9 - -  9,3 und 100 ~ C), wiihren~ der Koeffizient a T0~---''~ i n "  dem- 

selben Temperaturinterval l  zwischen 6 .107  und 7 , 2 . 1 0  s variiert. F~ir 

geschmolzene Salze bekommt man bessere Resultate, z . B .  U' o ~---5,4 
t t 

170  _ _  
und a~  2v~ . . . .  - -  1,34 10 l~ fiir K ~ O ~ ,  U' o -~- 9,45 u n d ~  0,37 10 l~ 

fiir Pb CI~ (in beiden Fallen wurden die entsprechenden Molektile als 
einfaehe Atome betrachtet,  was sicher unrichtig ist). Doch auf die 
Weiterentwicklung der Theorie fiir zusam~engesetzte K~rper wollen wir  

bier nieht eingehen~). 
w 8. Um die prinzipielle M(igliehkeit der angefiihr~en Methode zur 

Berechnung des u yon Fliissigkeiten zu sichern, 

werden wit  dieselbe ~Iethode noch auf k o m p r i m i e r t e  G a s e  anwenden 
und den entspreehenden Ausdruek yon y mit dem iiblichen Ausdruck der 
kinetischen Gastheorie 

----- ~ D', (15) 

wo Q das speziflsche Gewicht des betrachte~en Gases bedeutet, vergleichen. 

Der elementaren u ~, mi~ welcher wlr  bei der Betrachtung 
yon festen and fliissigen Kiirpern operierten, en~spricht in der Gastheorie 

die freie Weglange 1. Es sei aber bemerkt , daI~ der ~Ii~elwert  yon 1 ~ 
nicht glelch (1)~ ist, sondern doppelt so groin. Beriicksiehtsigt man namlich 

die Verteilung der freien Wegl~ngen um den ]l~ittelwert i naeh der be- 
kaanten C l a u s i u s s c h e n  Gleichtmg, so wird 

o ~  

f ~.e_~[ i dl (~) 
o 

t 

1) Wir haben die Gr5fle Zo a ~  als temperaturunabh~ingig betrachtet, was often- 

bar nicht genau zutrifff. 
"~) Es sei bemerkt, daft nach Messungen yon Warburg,  Babo und Faus t  

(siehe L. Br i l lon in ,  Journ. de phys. 3, 326, 1922) der Viskosit~itskoeffizient yon 
Fliissigkeiten sich als eine be i  k o n s t a n t e m  Volumen kons t an t e ,  d- h. tem- 
peraturunabh~ingige GrSlle ergibt. In Wirklichkeit aber kiinnte in diesem FaIle 
der Einflufl der Temperatur durch den EinfluB des Druckes k0mpensiert werden. 
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Daraus folgt fiir den Selbstdiffusionskod~izienten des Gases, naeh 

der allgemeinen Formel  D '  ---- ~ ,  
6~ 

D' 1(~)~, 
= 3 v' (16) 

wo v' die mi~tlere Zeit der freien (geradlinigen) Bewegung bedeutet. Setzt  

man ~ ~ ~ = der mit t leren Geschwindigkeit  der Gasatome, so bekommt 
7: 

man die gewShnliehe Formel  ft~r den Diffusionskoeffizienten: 

D'  1 - -  = g.z. ,v.  ( l~a) 

Nach der E i n s t e i n s c h e n  Beziehung und der S t o k e s  schen Formel  

haben wi t  andererseits 
k T 

f ' - -  D '  - -  6 ~ a ~ ,  

d .h .  
k T  

= 6 z a D "  (17) 

Aus dem Vergleieh dieser Formel  mit (15) ergibt  sieh der folgende 

Ausdruck f~ir den Atomradius a:  

k T  3 k T  

a ~ 2 ~ 0 D , 2  - -  2 ~ n m l 2 v 2  , 

wo m die Masse einesAtoms und n derenAnzahl  proVolumeneinheit  (nm ---- 0) 

bedeuten. Da m ~2 ~ 3 k T  und 1, - -  1 ' d e r  gewiihnliche 
] / 2 ~  a 2 n w o  a 

,,;raskinetische" Atomradius  ist, so nimmt die obige Formel  die folgende 

Gestal t  an : 
a ~ ~cna '~. (18) 

Um diese Beziehung iibersichtlicher zu machen, wollen wir  noch den 
1 

mitt leren AbsSund der Gasatome voneinander dureh r ~ : 7 -  de~inieren. 

Dabei wird 

- ---- = ( 1 8  a )  
~ t '  

Bei s tark komprimierten Gasea ist  r yon derselben Gr~l]enordnung 

wie a'  uad deshalb, naeh ( 1 8 @  der ~ " , , S t o k e s s c h e '  Radius a ~on derselben 
"* o Gro~]enordnung wie der ,,wahre" Radius a'. 
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Es sei bemerkt, dal~ die Zeit v' ~ - der freien Bewegung dabei 
V 

(flit gewShnliche Temperaturen) yon tier Griil~enordaung 10 -12 bls 

10-13sec wird, d .h .  yon derselben GrSl~enordnung wie unsere obige 
t 

U 0  

Verweilzeit r.' ~ v'oe k T  bei verschwlndender U~. 

Es sei ferner bemerkt, dal~ fiir die Berechnung des u 
koeffizienten der Gebrauch der S tokesschenFormel  nicht notwendig ist. 
Man kSnnte z.B. so fortfahren. Es seien A uad B zwei parallele ~'achbar- 

schichten der betreffenden Fltisslgkeit. Denken wir uns, daft A ruht, 
wahrend B m i t  einer (sehr kleinen)Geschwlndigkeit ant A gleitet, so 
bekommen wir ftir die Kraft  K~ welehe auf die Fl~cheneinheit yon B 

wirken muir, nach der Definition des u den Ausdruck 

K = :  ~ .  

1 
Da die Flacheneinheit unge~hr ~ Atome enthiilt, so wlrd die aui iedes 

Atom wirkende Kraft  gleieh F - - ~  K 8  2. Diese Kraft ist mit tier Ge- 
schwindigkeit v' eines Atoms r e l a t i v  zu se ine r  U m g e b u n g  durch die 

1 
Beziehung F ~ f v '  verkniipft. Da in unserem Falle ungefahr v' = ~- v 

ist (wegen der relativen Ruhe der Atome derselben Sehieht), so folgt 

k T  
d. h. wegen f z -~- 

f 
~ - - 3 ( ~ '  

r 
2 k T  , U o 

_ _  (~  Vo e k T  

was mit (14) angenaher~ iibereinstimmt fir a ~ -  ~ �9 

w 9. Zum Schlul] wolten wir die GrS/Je der Verweilzeit v',  ftir die 

wir oben den aus der Adsorptionstheorie entnommenen Ausdruck benutzten, 
etwas n~her betrachten und sle direkt aus den Verh~ltnissei~, die dem 
f]iissigen Zustand entspreehen, bereehnen. 

Wahrend wir im Falle adsorbierter Atome deren Bewegung nur in 
e ine r  Richtung (normal zur Oberfl~che des adsorbierenden KSrpers) be- 
trachteten, miissen wir ~etzt a l l e  Schwingungsrichtungen als gleieh- 
berechtigt beriieksichtigen. 
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Die potentieUe Energie eines schwingenden Atoms in einer Ent- 
fernuag r yon selner Gleichgewichtslage kann - -  sofern r geniigend klein 
bleibt - -  in der Form 2 gu 

- -  Uo + ~ T  m r ~ 
"go 

dargestellt werden, wo va die wahre Schwingungsperiode bedeutet 1). 
Fiir den Betrag des reduzierten Phasenvolumens, der ether Anzahl n 

yon schwingungsfiihigen Atomen entspricht, bekommen wir also 
oo 

cp' k T  e--~'r2 4 g r ~ d r  : n e  k T  (19) 
o \ Y ~ /  

wo zur Abkiirzung 
2 ~ m  

0 9 a )  ~ - -  ~kT  
gesetzt ist. 

Wenn V das yon dem ganzen Kiirper eingenommene Volumen be- 
deutet, so kann das reduzierte Phasenvolnmen, welches einem aus seiner 
Gleichgewichtslage losgerissenen und nach einer n~ehsten Gleichgewieh~s- 

lage iibergehenden Atom entspricht, durch die Formel 

of" = v - -  b (20) 
ausgedriickt werden, wo b etwa das ,,wahre" Volumen der n Atome 

bedeutet. 
Betrachten wir unseren aus n Atomen bestehenden KSrper ia einem 

willkiirlichen Augenblick t, so werden nur n' ~ n Atome um irgend eine 
Gleichgewiehtslage sehwingen, wahrend die anderen n " - - - - n -  n' den 
Ubergang yon ether Gleichgewichtslage zur naehsten maehen. Das u 

~qpt 

haltnis ~ mul] offenbar gleieh dem Verh~]tnis der entsprechenden 
n 

reduzierten Phasenvolumina ~ sein. Andererseits muff (naeh einem fiir 

beliebige ergodische oder quasi-ergodische Systeme geltenden Satze) 
dieses VerhM~nis gleich dem Verhaltnls der Zeiten v" und v', die ein Atom 
durehschnittlich in beiden Zustanden verbringt, sein. Wir haben also 

v v  ~)~v �84 

v 
~x  

Die Zeit ~" ist n~herungsweise gleieh o wo v die mittlere Gesehwindigkeit 

der W~rmebewegung v ~ bedeutet. Deshalb kSnnen wir aus 

1) Vgl. meine sehon zitierte Arbeit, ZS. f. Phys. 26, 124--125, 1924. 
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der obigen Gleichung mittels (19) und (20)  die uns interessierende 
GrN3e v' berechnen. Es ergibt sich in solcher Weise die Formel (4a) 

v; 
T' ~ T O e k 7' 

mit 

T'O- (~ n (r ~ kT T~, (21) 
v V ~ b \ ~ /  - -  ~,8 2 = m  

WO 

V - - b  
n 

das sich auf ein Atom beziehende Kovolumen bedeutet. 

(21 a) 

Da ~' von der- 

selben GrSl~enordnung wie i5 sein mud, so erhalten wir aus (21) 

r 2 
To (To  (21b) 

Wie schon oben behauptet, wird bei gewShnlichen Temperaturen rS[v 
yon derselben Griil~enordnung wie v o nnd deshalb v'o ~-- To, im Einklang 
mit unserer Annahme beziiglich der Definition yon V'o [in Gleichung (4a)]. 
Es wiirde abet vielteicht richtiger sein, fiir v~ den Ansdruck (21 a) zu 
benutzen. 

Zum Schlu~ mSchte ich Her1~a Dr. I. E s t e r m a n n  fiir die Durch- 
sicht des Manuskripts und der Korrektur herzlich danken. 

Dem International Education Board bin ich fiir die Gelegenheit, ins 
Ausland zu reisen, ebenfalls zum Danke verpflichtet. 

H a m b u r g ,  Dezember 1925. 
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