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Uber die Wirmebewegung in festen und flilssigen
Korpern.

Von J. Frenkel in Leningrad.
(Eingegangen am 10.Dezember 1925.)

1. Die Wirmebewegung der Atome in festen kristallinischen Kérpern wird analysiert —
anf Grund der Jofféschen Vorstellung der partiellen Dissoziation — und quantitativ
charakterisiert durch Wahrscheinlichkeiten, die sich auf die Dissoziation der Atome,
ihre Verschiebung im Zwischengitterraum und die Wiedervereinigung mit leeren
Platzen bezichen. Die Temperaturabhiingigkeit dieser Grofle wird nidherungsweise
bestimmt und daraus die elektrische Leitfdhigkeit von biniren Salzen als Funktion
der Temperatur berechnet. II. Die Wirmebewegung in Fliissigkeiten wird mit der
Bewegung der dissoziierten Atome in Kristallen identifiziert und durch Anwendung
des Stokesschen Gesetzes anf die Flissigkeitsatome der Viskositétskoetfizient von
einfachen Fliissigkeiten (wie Hg) richtig — hinsichtlich der GréfSenordnung und
Temperaturabhingigkeit — berechnet.

I. Feste Korper.

§ 1. Nach der iiblichen Vorstellung besteht die Warmebewegung
im festen Zustande inSchwingungen der Atome (oder Tonen) um gewisse
feste Gleichgewichtslagen, die ein fiir den betreffenden Korper charakte-
ristisches Raumgitter bilden.

Dieses Bild ist aber sicher unvollkommen. Die Erscheinung der
Diffusion, die bei der Mischkristallbildung und vermittelst radioaktiver
Isotope beobachtet werden kann, beweist ndmlich in ganz unzweifelhatter
Weise, daf die schwingenden Atome eines festen Korpers ihre Gleich-
gewichtslage, d.h. ihre Plitze im Kristallgitter, wechseln konnen.

Diesen ,Platzwechsel kann man sich nun in zweifacher Weise vor-
stellen — entweder als einen direkten Ubergang der betreffenden
Atome von gewissen Punkten des Kristallgitters zu anderen (nichst-
liegenden), oder als einen indirekten Ubergang, bei dem jedes Atom
sich eine Zeitlang auflerhalb der normalen Gitterpunkte, also im , Zwischen-
gitterraum“, bewegt, bis es eine meue Gleichgewichtslage, welche mit
einem anderen Punkte des Kristallgitters zusammenfallt, annimmt.

Nach der ersten Vorstellung, die von v. Hevesy herrithrt, sollte
der Platzwechselvorgang durch eine gleichzeitige Verschiebung einer
Kette von Atomen (oder Ionen) geschehen. Dabei konnten diese Ketten
geschlossen oder ungeschlossen sein. Im ersteren Falle hitte man es mit
pzyklischen Verschiebungen® zu tun, die die suflere Begrenzung des
Korpers nicht beeinflussen. Im letzteren Falle wiirde die Kette der sich
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verschiebenden Atome auf der Korperoberfliche beginnen und - enden;
dies wiirde offenbar dem Stromdurchgang durch einen elektrolytisch
leitenden Kristall entsprechen. Wir miiften uns also nach Hevesy
vorstellen, daf beim FElektrizititsdurchgang durch einen heteropolaren
Kristall die Ionen sich nicht unabhingig veneinander in Richtung des
Feldes verschieben, sondern daf jedesmal eine Kette, die aus Milliarden
von Ionen gleichen Vorzeichens gebildet ist, als Ganzes um einen Schritt
vorriickt.

Das wire eine recht monstrgse Vorstellung, und es ist das Ver-
dienst A. Joffés Kklar festgestellt zu haben, daf der Elektrizitits-
durchgang in dielektrischen Kristallen ganz anders geschieht. A. Joffé
bat nimlich gezeigt, daB nicht alle Jonen (wie bei Hevesy) an dem
Elektrizitatstransport direkt teilnehmen, sondern nur solche, die als
,dissoziiert® betrachtet werden konnen. Dabel ist gemeint, daf ein
Teil der Ionen dauernd auBerhalb der normalen Gleichgewichtslagen,
die den Kristallgitterpunkten -entsprechen, bleibt, und daf nur diese
Tonen beweglich sind (also die Rolle der ,freien Elektronen* in Metall-
leitern spielen).

Es gelang A. Joffé, aus seinen Messungen der elektrischen Leit-
fahigkeit von Quarz den Dissoziationsgrad des Kristallgitters zu berechnen
und ihn von der Beweglichkeit der einzelnen (dissoziierten) Ionen zu
trenmen?!). Er hat ferner gezeigt, dall auch fremde Ionen durch ein ge-
gebenes Kristallgitter hindurchgehen konnen, ohne dieses zu storen. Dar-
aus erhellt, daf auferhalb der um die Kristallgitterpunkte schwingenden
Tonen noch ein sehr grofer Raum zur Verfligung steht. In diesem
sZwischengitterraum¥® miissen sich also die dissoziierten Ionen (oder
Atome) anch bei Abwesenheit eines uBeren elektrischen Feldes bewegen.

§ 2. Wird ein fester Korper in einem ganz evakuierten Raume ein-
geschlossen, so muB er schueller oder langsamer verdampfen. Dies
bedeutet, daf die Atome, welche die Oberfliche des Korpers bilden, sich
frither oder spiter von ihren Plitzen losreifien und in den #uberen Raum
hineinfliegen.

‘Wenden wir uns den inneren Atomen zu, so miissen wir ein #Zhn-
liches Bild erwarten; nur ist der #ulere Raum hier durch den Zwischen-
gitterraum zu ersetzen. Dem Dissoziationsvorgang mul offenbar eine
gewisse Wahrscheinlichkeit zugeschrieben werden; diese Wahrscheinlich-
keit, auf ein bestimmtes Atom und die Zeiteinheit bezogen, wollen wir

1) Ann. d. Phys.72, 481,1923. Siehe auch Rapports du IV Congrés Solvay, 1924.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXV. 45
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mit ¢ bézeichnen und als eine noch unbestimmte Funktion der Temperatur
betrachten. Es sei bemerkt, daB sie viel gr'dﬁerv sein muf als die ent-
sprechende Wahrscheinlichkeit fiir den Verdampfungsvorgang, da im
letzteren Falle die zum totalen Losreifien eines Atoms notwendige Energie
grofer ist als bei der Dissoziation.

‘Was nun die. dissoziierten Atome anbetrifft, so kann man sich vor-
stellen, daf ihre Warmebewegung entweder in einem einfachen kontinuier-
lichen ,Kriechen® in dem Zwischengitteraum besteht, oder dalb sie, ebenso
wie die undissoziierten (gebundenen) Atome, an gewissen Gleichgewichts-
lagen im komplementdren ,Zwischenraumgitter haften, also um diese
Jirreguliren“ Gleichgewichtslagen schwingen und nur nach einer
vielleicht recht groBen Anzahl von Schwingungen nach einer anderen
nichstliegenden irreguliren Gleichgewichtiage iibergehen. Diese letzte
Vorstellung scheint mir die richtige zu sein, da die Beweglichkeit der
dissoziierten Atome so klein ist, dafi die Zeit, welche fiir eine elementare
Verriickung notwendig ist, sich im allgemeinen als ein sehr grofes Viel-
faches der Schwingungsperiode ergibt.

Dementsprechend wollen wir neben ¢ die Losreifungswahrscheinlich-
keit o' fitr ein dissoziiertes Atom (oder Ion) einfiihren; ¢’ bedeutet also
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein um eine irreguliare Gleichgewichts-
lage schwingendes Atom sich innerhalb der Zeiteinheit losreiBen und
(praktisch momentan) zu einer nichstliegenden auch irreguliren Gleich-
gewichtslage tibergehen wird. (Selbstverstdndlich muf o' viel grofer
als o sein.)

In solcher Weise wird ein dissoziiertes Atom im ganzen Kristall
herumwandern, bis es auf eine leere Stelle des Kristallgitters trifft, welche
es dann besetzen wird. Mit diesem Akte, den wir als ,Assoziation®
bezeichnen werden, kommt ein Vorgang zu Ende, der einem eigentlichen
,Platzwechsel“ (in Hevesyschem Sinne) entspricht. Der Platzwechsel
der. Atome im Kristallgitter muf also durch eine sehr lange Réihe von
elementaren Verriickungen im Zwischengitterraum verwirklicht werden.

Bevor wir diese Vorstellungen prizisieren, miissen wir noch die
folgende Erscheinung betrachten. — Bs sel A ein freier (leerer) Platz
des Kristallgitters. Die diesen Platz umgebenden ,gebundenen* (nicht
dissoziierten) Atome konnen — wie alle anderen — aus ihren Gleich-
gewichtslagen losgerissen werden. Es ist aber dabei méglich, daf eines
von ihnen nicht in den Zwischengitterraum — also in eine irregulire
Gleichgewichtslage — iibergeht, sondern sogleich den erwihnten leeren
Platz tibernehmen wird. Diesen Vorgang, dessen Wahrscheinlichkeit wir



Uber die Wirmebewegung in festen und flissigen Korpern. 655

mit o’ bezeichnen wollen, kann man am besten als eine elementare Ver-
riickung des leeren Platzes auffassen.

§ 3. Wir sehen also, da die Warmebewegung in einem festen
kristallinischen Korper sich im allgemeinen aus den folgenden Bewegungs-
typen zusammenstellt:

1. Die Schwingung der Atome um ihre (reguliire oder irregulire)
Gleichgewichtslage.

2. Die Dissoziation der gebundenen Atome.

3. Die Wanderung der dissoziierten Atome (durch elementare Ver-
riickungen im Zwischengitterranm).

4. Die Assoziation der dissoziierten Atome.

5. Die Wanderung der freien (leeren) Plitze.

Fir 2., 3. und 5. haben wir schon gewisse quantitative Mafe in
den (noch unbestimmten) Wahrscheinlichkeiten o, o, o' gefunden. Um
4. quantitativ zu beschreiben, wollen wir annehmen, daf es eine gewisse
Wahrscheinlichkeit 8 gibt fiir das Zusammentreffen eines dissoziierten
Atoms mit einem leeren Platze. Da die Wanderung der dissoziierten
Atome und der leeren Plitze ganz ungeordnet ist, so mufl diese Wahr-
scheinlichkeit dem Produkt ihrer Amnzahl (»' bzw. »”) pro Volumen-
einheit proportional sein. Wir haben also

= pn'n", €))
wo p ein Koeffizient ist, der ebenso wie o, o' und o’ nur von der Tem-
peratur abhéngt.

Im einfachsten Falle, wenn die dissoziierten Atome sich im Kristall
gleichmiflig verteilen, kann man »n” — %’ setzen und folglich

B =yn? (1a)
Die zeitliche Anderung von #' (== #”) muf im allgemeinen (im nicht
stationéren Zustand) durch die folgende Differentialgleichung bestimmt
werden :

dn' , , ’

ap = # e —n) —yn’, @
wo n, die totale Anzahl der Atome in der Volumeneinheit bedeutet;
#n = n, —n ist also die Aunzahl der gebundenen (nicht dissoziierten)

Atome pro Volumeneinheit.
Im stationsiren Zustand hat man nach (2)

yn'? +an’ —an, = 0,
das heifit T
- —a+VZ +4yan, 3)
L4

457%
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Ist die Anzahl der dissoziierten Atome in-bezug auf n, also der Disso-

4

ziationsgrad Z— =— v sehr gering, so kann man (3) durch die angeniherte
0
Gleichung L
i ““o
n o~ | — (3a)
4
oder -
1y o
" Vo oy
ersefzen.

Zum Schluf dieses Paragraphen sei bemerkt, daB die dargestellte
Auffassung des Dissoziationsvorgangs in festen Korpern eine auffallende
Analogie mit dem Dissoziationsvorgang in zweiatomigen Gasen (oder
Lisungen) zeigt. Dabel spielen die leeren Plitze eine mit den dissoziierten
Atomen gleichberechtigte Rolle: der Assoziationsprozef wird n#mlich als
eine Vereinigung von zwei selbsténdigen Dingen — einem dissoziierten
Atom und einem leeren Platz — betrachtet.

‘Wegen der oben erwihnten Beweglichkeit der leeren Plitze (sofern
sie tatsachlich realisiert wird), kann man sie als eine Art ,negativer
Atome® — die aber im Gegensatz zu den reellen Atomen nicht dissoziiert
werden kénnen — behandeln.

§ 4. Die Abhéngigkeit der Grofen ¢, o, o’ und ¢ von der Tempe-
ratur kann durch eine Formel bestimmt werden, die ich in Verbindung
mit einer Theorie der Adsorptionserscheinungen aufgestellt habe [und
auf den Dissoziationsvorgang in Kristallen schon damals anzuwenden ver-
suchte]?). Diese Formel lautet:

— =1 = 1,7, “)

wo r die mittlere Verweilzeit eines gebundenen Atoms, 7, die Periode
seiner freien (Wirme-) Schwingungen und U, die Arbeit, welche erforder-
lich ist, um es aus seiner (reguliren) Gleichgewichtslage in den Zwischen-
gitterraum zu entfernen, bedeuten. Die obige Formel zeigt also, daf

die Anzahl Schwingungen, die ein gebundenes Atom um seine (regulire)
EQ
Gleichgewichtslage macht, durchschnittlich gleich ¢£T ist?).

1) Z8S. f. Phys. 26, 117, 1924.

2) Wenn dies auch nicht genau gilt, so ist es doch sicher, daB die Tem-
peraturabbingigkeit von = im grofien und ganzen durch Gleichung (4) richtig
wiedergegeben wird und daB der Koeffizient 7z, die Grifenordnung der Periode
der freien Schwingungen hat.
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Wir wollen eine ganz analoge Formel fiir die mittlere Anzahl der
Schwingungen eines dissoziierten Atoms um irgend eine irregulire Gleich-
gewichtslage annehmen, also o durch die folgende Gleichung bestimmen:

-
o= T =1, ek T, (4a)
Die physikalische Bedeutung der Energie U, bleibt dabei etwas unklar,
da die Energie eines dissoziierten Atoms in zwei verschiedenen (irreguliiren)
Gleichgewichtslagen durchschnittlich denselben Wert hat. Es ist natiir-
lich anzunehmen, daf Uj gleich ist der Arbeit, die aufgewandt werden
mub, um ein in einer irreguliren Gleichgewichtslage ruhendes Atom zur
Grenze eines nichstliegenden Gebiets derselben Art zu bringen. U, muf
offenbar klein in hezug auf U, sein (was ¢’ > o bei 7, 22 7; entspricht).

Eine Formel desselben Typus wie (4) und (42) muB offenbar fiir o”
bestehen, also

1 S

s =T er T, (4b)
wo aber den Grofen 7, und U, keine anschauliche mechanische Bedeutung
zukommt. ’

Was nun den Koeffizienten y anbetrifft, so kann man ihn niherungs-
weise folgendermafien bestimmen. Es sei ¢ der ,effektive Durchmesser®
eines Atoms. Dabei ist gemeint, daB das Zusammentreffen eines disso-
zilerten Atoms mit einem leeren Platze — also eine Assoziation — nur
dann stattfindet, wenn der Abstand ihrer Zentren voneinander — oder
< ¢ ist. Legt das dissoziierte Atom bei seiner Wanderung im Zwischen-
gitterraum einen Weg L zuriick, so beschreibt sein ,effektiver Quer-
schnitt“ ¢ -—— = @? ein Volumen vom Betrage m ¢ L =— ¢ L. Die mittlere
Wegliinge L, die einem Assoziationsakt entspricht, muf offenbar durch
die Gleichung .

n'6L =1 5)
bestimmt werden (ebenso wie die freie Weglinge in der kinetischen Gas-
theorie, wenn von der Bewegung der Molekiile abgesehen wird).

Dieser Weg L wird schrittweise zuriickgelegt, indem jeder Schritt
eine elementare Verriickung um die Strecke ¢ bedeutet, welche gleich
dem Abstand zwischen zwei nichstliegenden irreguliren Gleichgewichts-
lagen im Zwischenraumgitter — also ungefihr gleich dem Abstand
zwischen zwei Nachbaratomen im normalen (undissoziierten) Kristall-
gitter — ist. Die entsprechende elementare Zeit muf offenbar (im Mittel)
mit der Verweilzeit ' zusammenfallen. Die mittlere Geschwindigkeit o,
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mit welcher ein dissoziiertes Atom sich im Zwischengitterraum bewegt,

wird also gleich ,
) _Oo

U= - == — ¢ kT, (6)
T T,

L T
v n"gd _
werden. Daraus ergibt sich leicht, daf die Anzahl der Assoziationsakte

Der Weg L muB daher ‘in einer Zeit ¢ — zurtickgelegt

pro Zeit und Volumeneinheit gleich

!1 ,"66
fe— = n'n" —
t T

sein muf. Vergleichen wir diese Formel mit (1), so bekommen wir den
folgenden Ausdruck fiir den Koeffizienten y:

6o
y=_ O]

Das Produkt 60 ist seiner Grdfenordnung nach gleich dem Volumen,
das einem Atom des betrachteten Kristalls zukommt. Wir konnen
dementsprechend :
60 = 7
97/0
setzen, wo ¢ einen Zahlenkoeffizienten von der GréSenordnung 1 bedeutet,
und daher (7) in der folgenden Form umschreiben :
y =2 (7a)

A

nyT

Setzt man diesen Wert von p in (3b) ein, so wird
A ’VL' _ ‘/ZB.;UZJ". )
gr 9T,
Es scheint ferner interessant, die obigen Formeln auf den Fall der
Einstellung des stationiren Zustandes anzuwenden. Beschrinken wir
uns aunf kleine Dissoziationsgrade, so wird nach (2)

dn'
W a2 05700 _— 7/7[1

und folglich, wie leicht einzusehen:

1 k4
rE+o =538 7w

'2

?

wo k = ‘/ﬁn—" —) [nach (7a) und (8)], also %: dem normalen,
Y v '

dem stationdren Zustand entsprechenden Werte von »’ ist. Bezeichnet
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man diesen Normalwert von #' mit #»’ und beachtet, dall y & — Vo', so
kann man die obige Formel in die Gestalt bringen
2 14 n'/n
N t—i—C):lg‘——,_T' 9)
1/,”'( |1 —n'[n| (

Dabei bedeutet ¢ eine Integrationskonstante, deren Wert sich aus den
Anfangsbedingungen leicht bestimmen 146t. Wenn der Anfangswert von
#'[n’ (fir ¢ = O) sehr groB oder sehr klein ist (was einer betrichtlichen
Entfernung von dem Normalzustand entspricht), so wird ¢ ~ 0 und
folglich die Zeit t,, welche fiir die Einstellung des Normalzustandes
notig ist, praktisch gleich
_ _ Ut Uo

t, = Vm" = V‘EO‘L':)E 2T (9a)
d. h. gleich dem geometrischen Mittelwert von r und 7'.

§ 5. Die Wanderung der Atome im Kristallgitter (oder Zwischen-
gitterraum) kann als eine Art von Diffusion bzw. ,Selbstdiffusion* auni-
gefalt werden!). Betrachten wir nur die dissoziierten Atome, so kann
man den entsprechenden Diffusionskoeffizienten durch die bekannte
Gleichung

(10)
definieren.

Fassen wir eine bestimmte Menge von dissoziierten Atomen (z. B. solche,
die zur Zeit ¢ = O sich in einem gewissen Volumen ¥ befinden) ins Auge,
so wird die raumzeitliche Veriinderung ihrer Konzentration (Anzahl pro
Volumeneinheit) N' durch die gewthnliche Diffusionsgleichung

ON'

ot
bestimmt sein, sofern von neuen Dissoziations- bzw. Assoziationsakten
abgesehen wird.

= D' 4N’

Man kann aber die Bewegung der Atome im Kristall von einem
anderen Standpunkt aus betrachten, indem nicht die Wanderung der disso-
zilierten Atome, sondern nur der Platzwechsel der gebundenen beriick-
sichtigt wird. Da jedes gebundene Atom frither oder spiter dissoziiert
werden muf, um nach einem vielleicht lingeren Herumwandern wieder
an einer anderen Stelle gebunden zu werden, so kann man von diesem
Herumwandern ganz absehen und nur die Endpunkte des ganzen Vor-

1) Vgl. meine Arbeit iiber die Elektronentheorie der Metalle (ZS. f. Phys.
29, 214, 1924,
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gangs in Betracht ziehen. — Von diesem Standpunkt aus miissen alle
Atome an dem Selbstdiffusionsvorgang teilnehmen. Bezeichnen wir den
entsprechenden Diffusionskoeffizienten (der in der Hevesyschen Theorie
auftritt und als ,Platzwechselkonstante? bezeichnet wird) mit D, so ist:

Dy, = D'w/,
das heifit
¥ _Uo+ U
D:D'v:_——.l_e 2kT (11)
6Vg7,7,

[nach (8) und (10)]. Diese Beziehung folgt unmittelbar aus dem Um-

t

stand, daf D’ 00_1\7:; dieselbe Anzahl der Afome wie D %Zi

(' = v N). Zu demselben Ergebnis kann man auch in folgender Weise
kommen.

bedeuten soll

Die Wanderung eines dissoziierten Atoms dauert im Mittel wahrend

1
einer Zeit — . Addieren wir dazu die mittlere Verweilzeit 7 eines ge-

bundenen Atoms, so bekommen wir die Zeit 7z - welche einem voll-

”
pn
endeten Ubergang von einer reguliiren Gleichgewichtslage zu einer anderen
entspricht. Bezeichnen wir mit #? das mittlere Abstandsquadrat beider
Lagen, so wird offenbar 42 gleich 0 mal der Anzahl der elementaren Ver-

1 02
riickungen ——, d. h. 2 =—— -
y'z yn't

Der Diffusionskoeffizient D bestimmt sich durch die Gleichung

2
D = ——A—-— welche nach Einsetzen des vorangehenden Ausdrucks

8 =
(1: T yn’)
fir 42 die Gestalt

D — 62 D
. T e dryn)) 14 zypw
oder, da
wr="aA g h gwr—="Te=ls
yu —‘U:'E’ yYrRT — Y ”> ’
D = Dw
annimmt.

Aus der obigen Uberlegung wird ersichtlich, daB Joffés Vor-
stellung der Diffusionshewegung nur dissoziierter Atome mit dem Hevesy-
schen ,Platzwechselvorgang“, an welchem alle Atome als gleichberechtigt
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teilnehmen, praktisch dquivalent ist — solange die Beziehung (11) be-
riicksichtigt wird.

Hevesy hat seine Platzwechselkonstante aus der elektrischen Leit-
fahigkeit A des betreffenden Kristalls mittels der bekannten Einstein-
schen Relation berechnet und in einigen Fiallen mittels radioaktiver
Isotope an der Erfahrung direkt gepriift?).

Dabei 'war vorausgesetzt, daf in elektrolytisch leitenden Kristallen —-
wie z. B. NaCl, Pb{(l, usw. — nur Ionen einer Gattung beweglich sind.
Unter solchen Umstinden kann man einen zweiatomigen Kristall,
z. B.NaCl, in derselben Weise behandeln, wie es oben fiir einen einfachen
Korper getan wurde.

Die zusttzliche Geschwindigkeit, welche die (beweglichen) Jonen
unter dem EinfluB einer #ufleren Kraft ¥ bekommen, ist dieser Kraft

F
proportional, also gleich v — 7 wo [ den ,Reibungskoeffizienten“ be-

deutet. Dieser Reibungskoeffizient ist mit dem Diffusionskoeffizienten
(,Platzwechselkonstante“) D durch die Einsteinsche Gleichung

fD = kT (12)
verkniipft. — Betrachten wir nur die dissoziierten Ionen, so mufl offenbar
f durch einen anderen Reibuﬁgskoefﬁzienten f = %, d. h.

=1 (12a)
v

ersetzt werden. (Dies entspricht Joftés Auffassung.) In beiden Fillen
bekommt man denselben Ausdruck fiir die elektrische Leitfihigkeit des
Kristalls, namlich

Ny8 n'e
A== —,
f o
wo ¢ die Ladung eines Ions bedeutet, oder
n,e2D  n'& D n, &2 ,
b= = = P (13)
d.h. nach (11):
R e (134)
6‘/9”0"’0

Dabei wird von der Beweglichkeit der leeren Plitze ganz abgesehen.
Diese kann man leicht beriicksichtigen, indem man die leeren Plitze als

1) ZS. f. Phys. 2, 148, 1920.
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Ionen entgegengesetzten Vorzeichens behandelt mit einem Diffusions-

82 82 _Q_b
koeffizienten D" — —— — ——;¢ *7 und der Konzentration »" — »'".
61" 67

0

In einer fritheren Arbeit?) habe ich aus den von Hevesy angefithrten
Daten fiir die Platzwechselkonstante D die Schwingungsperiode 7, und
die Abtrennungsenergie U, der Pb-Ionen im PhCl,-Kristall mittels der
einfachen Formel

a2 Uo

D= ¢ kT
67,
zu berechnen versucht.- Es ist nun ersichtlich, daf diese Formel keinen

Sinn hat und durch die Formel (11) ersetzt werden muf. Wir miissen

U, (o
also unsere fritheren U, durch das arithmetische Mittel —O—_E—i, und 7,

durch das geometrische Mittel 1/;0—?0 (multipliziert mit V}) ersetzen.
Identifizieren wir d (Abstand zwisechen Nachbaratomen) mit ¢ und be-
achten, dal g von der Grobenordnung 1 ist, so bekommen wir aus der
obigen Rechnung Va:z:—g ~2 10~ B sec und U, + U, o2 30 keal/Mol.

Es wire interessant, die beiden Gréfen U, und U’, voneinander zu
trennen. Dazu miifte man den Dissoziationsgrad des betrachteten Kristalls
kennen. Leider gibt es experimentelle Daten dieser Art nur fiir Quarz®),
wo es noch ganz unklar ist, welche Ionen fiir die elektrische Leitfghig-
keit verantwortlich sind. Deshalb miissen wir diese Frage vorldufig
offenlassen.

II. Die Wiarmebewegung in Fliissigkeiten.

§ 6. Es ist iiblich, den fliissigen Zustand als mit dem gasférmigen
ghnlich zu betrachten und beide vom festen Zustand streng zu trennen.
Ohne diese Ahnlichkeit zu bestreiten, mochte ich darauf hinweisen, daB
der flissige Zustand in mancher Hinsicht, wie energetisch und auch in
Hinsicht auf das spezifische Volumen, viel ndher dem festen als dem gas-
formigen Zustand liegt, und dal dementsprechend die Wirmebewegung
in Flissigkeiten eine viel gréfere Analogie zu der Wirmebewegung in
festen Korpern als zu der in Gasen aufweisen muB. In dem Falle
amorpher fester Kérper, die man iiblicherweise als ,unterkiihlte Fliissig-
keiten“ bezeichnet, mul diese Tatsache jedenfalls anerkannt werden.
Was nun den Unterschied zwischen amorphen und kristallinischen

1) J. Frenkel, ZS. f. Phys. 26, 137, 1924,
2} A. Joffé, Ann. d. Phys. 72, 481, 1923,
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festen Korpern in bezug auf den Charakter der Wirmebewegung ihrer
Atome anbetrifft, so muf dieser Unterschied darauf zuriickgefiihrt werden,
daf im ersten Falle, im Gegensatz zu dem zweiten, keine reguldren, ein
Raumgitter bildende Gleichgewichtslagen der Atome existieren. Mit
anderen Worten: ein amorpher fester Korper mufl als ein vollstindig
dissoziierter Kristall angesehen werden, dessen Afome nur um irregulire
Gleichgewichtslagen schwingen und — ganz wie die dissoziierten Atome
eines Kristalls — sich von einer Gleichgewichtslage dieser Art zu einer
anderen allmdhlich verschieben.

Da es in Hinsicht auf den kinematischen Charakter der Wirme-
bewegung zwischen amorphen festen Korpern und Flissigkeiten (jedenfalls
unterhalb der kritischen Temperatur) keinen Unterschied geben kann,
so muf das obige Bild auch bei den Fliissigkeiten richtig bleiben. Die
iibliche Vorstellung, nach welcher die Fliissigkeitsmolekiile aufeinander
,wie Wiirmer kriechen, ist also absolut falsch. In Wirklichkeit miissen
diese Molekiile oder Atome — bei einfachen Substanzen — eine Zeitlang
um gewisse irregulire Gleichgewichtslagen schwingen; ihre Verschiebung
in dem von dem Kéorper eingenommenen Raume geschieht schrittweise durch
eine Reihe von elementaren Verriickungen aus einer Gleichgewichtslage
zu der nichsten.

§ 7. Die mittlere Anzahl der Schwingungen,  welche von einem

Fliissigkeitsatom auf derselben Stelle gemacht werden, mu — ganz wie
bei den dissoziierten Atomen eines Kristalls — gleich dem Ausdruck
Uy

e KT sein, wobei die Energie U, und die Schwingungsperiode 7, bei der-
selben Substanz in beiden Fillen angenishert den gleichen Wert haben
mub (sofern dieser Wert von der Wirmeausdehnung unabhingig bleibt,
was in Wirklichkeit kanm moglich ist — besonders in bezug auf U)).
Wir konnen also den Diffusionskoeffizienten (oder Selbstdiffusions-

koeffizienten) einer monoatomaren Flissigkeit durch die Formel
P

61,

bestimmen, und daraus den Reibungskoetfizienten f* durch die Einsteinsche
Gleichung:

, kT
r="

Im Falle der geschmolzenen Salze, deren Molekiile — wie im festen
Zustand — vollsténdig in ihre Ionen dissoziiert sind, kann man daraus
die elektrische Leitfahigkeit berechnen [indem man in der Gleichung (13)
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einfach ¥ = 1 setzt und die entsprechenden Ausdriicke fiir verschiedene
Tonenarten addiert).

Auf diese Frage wollen wir nicht eingehen, da hier nichts Neues
gesagt werden kann.

Es gibt aber eine andere Frage — nimlich die Frage nach der
Viskositdat der Flissigkeiten, die mittels der obigen Betrachtungen
quantitativ gelost werden kann.

Bezeichnen wir den Viskosititskoeffizienten der betrachteten (ein-
fachen) Flussigkeit mit %, so wird die Reibungskraft, mit welcher die
Flussigkeit auf eine sich mit der Geschwindigkeit » bewegende Kugel vom
Radius @ wirkt, durch die bekannte Stokessche Formel ¥ — 6xnav
gegeben. Diese hydrodynamische Formel bleibt wie bekannt auch im
Bereiche sehr kleiner Radien giiltig und kann auf einzelne Molekiile und
Atome angewandt werden?).

Wir konnen sie speziell auf den Fall der Atome selbst der be-
trachteten Fliissigkeit anwenden, indem diese Atome als sehr kleine
Kugeln vom Radius g angesehen werden. In diesem Falle muf das Ver-

hiltnis % = 6xyo mit unserem Reibungskoeffizienten ' identisch sein.

Aus der Gleichsetzung beider Gréfen ergibt sich folgende Formel fiir den
Viskosititskoeffizienten 4:

p= 2 ¢ T, (14)

welche seine Temperaturabhiingigkeit und seine absolute Grifie (oder
wenigstens Griofenordnung) richtig bestimmt.

In der folgenden Tabelle sind die 4-Werte fiir Hg bei verschiedenen
Temperaturen (von — 20 bis 300° C) angefiihrt, und fiir jedes (kleinstes)

'

Temperaturintervall die GroBen U, (in keal/Mol) und

’52 (x 10-11y

a
berechnet.
0C. ... — 20 0 30 100 200 300
Beo o v 0,0186 00169 00141 00122 0,0101 0,0093
Ul 1,21 1,23 1,39 1,43 1,41
To s 10-11 1,55 1,53 1,32 1,14 1,11
a 62

1) Zum Beispiel hat Einstein damit die Gréfie der Zuckermolekiile (anfgelsst
in Wasser) berechnet.
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U, ergibt sich also gleich etwa dem Dreifachen der Schmelzwirme
von Quecksilber (0,57 kecal [ Mol). Setzt man ferner ¢ =2 § = 10—8cm,
so wird 7, =2 10=13, d.h. auch von der richtigen GréSenordnung?).

Die obige Formel (14) bleibt giiltiz nur bei einfachen Substanzen.
Im Falle des Wassers z. B. gibt sie fiir U, etwa 5,7 bis 3,6 kcal /Mol

z
ad®
selben Temperaturintervall zwischen 6.107 und 7,2.10° variiert. Fir
geschmolzene Salze bekommt man bessere Resultate, z. B. U, — 5,4

(zwischen # — — 9,3 und 100° C), withrend der Koeffizient in dem-

’

und a’§2 = 1,34.10" fir KNO,, U, = 9,45 und a'—gz — 0,37.10%

fir PbCl, (in beiden Fillen wurden die entsprechenden Molekiile als
einfache Atome betrachtet, was sicher wunrichtig ist). Doch auf die
Weiterentwicklung der Theorie fiir zusammengesetzte Korper wollen wir
hier nicht eingehen?).

§ 8. Um die prinzipielle Moglichkeit der angefiihrten Methode zur
Berechnung des Viskosititskoeffizienten von Fliissigkeiten zu sichern,
werden wir dieselbe Methode noch auf komprimierte Gase anwenden
und den entsprechenden Ausdruck von 5 mit dem iiblichen Ausdruck der
kinetischen Gastheorie

n=2¢2D), (15)
wo g das spezifische Gewicht des betrachteten Gases bedeutet, vergleichen.

Der elementaren Verriickung 0, mit welcher wir bei der Betrachtung
von festen und flissigen Korpern operierten, entspricht in der Gastheorie
die freie Weglinge I. Es sei aber bemerkt, daf der Mittelwert von 12
nicht gleich (1) ist, sondern doppelt so groB. Beriicksichtigt man namlich
die Verteilung der freien Weglingen um den Mittelwert 7 nach der be-
kannten Clausiusschen Gleichung, so wird

= 2(I)%

|
| -
I
<)
(a1
f
=]
~i} &

;(;32 als temperaturunabhingig betrachtet, was offen-

1) Wir haben die Grofie
bar nicht genau zutrifit.

?) Es sei bemerkt, dal nach Messungen von Warburg, Babo und Faust
(siehe L. Brillonin, Journ. de phys. 8, 326, 1922) der Viskosititskoeffizient von
Fliissigkeiten sich als eine bei konstantem Volumen konstante, d. h. tem-
peraturunabhingige Grofle ergibt. In Wirklichkeit aber kénmte in diesem Falle
der Einfluf der Temperatur durch den Einflul des Druckes kompensiert werden.
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Darans folgt fiir den Selbstdiffusionskoeffizienten des Gases, nach
2
der allgemeinen Formel D' — 6o’
T
1(1)2
D= ) 16
37 (16)

wo ¢’ die mittlere Zeit der freien (geradlinigen) Bewegung bedeutet. Setzt

1 _ Lo
man — == » — der mittleren Geschwindigkeit der Gasatome, so bekommé
T

man die gewthnliche Formel fiir den Diffusionskoeifizienten :

)

D= é—cl-fu. (16a)

Nach der Einsteinschen Beziehung und der Stokesschen Formel
haben wir andererseits

T

k
fr= D — Gnany

d. h.
kT
= 17
n bmal S
Aus dem Vergleich dieser Formel mit (15) ergibt sich der folgende
Ausdruck fér den Atomradius a:

kT 3kT

a4 — — == =
. 2 =
2xoD 2xnmivt

wo i die Masse eines A toms und # deren Anzahl pro Volumeneinheit (nm = g)
_ - 1
bedeuten. Da mv® — 3%7T und | — ————, wo « der gewdhnliche
V2ma'?n
»askinetische“ Atomradius ist, so nimmt die obige Formel die folgende
Gestalt an:

@ = mwna't (18)
Um diese Beziehung iibersichtlicher zu machen, wollen wir noch den
1
mittleren Abstand der Gasatome voneinander durch r = ;— definieren.
Vn
Dabei wird
@ a'\®
S — (). 18
o n(r) (182)

Bei stark komprimierten Gasen ist r von derselben GréBenordnung
wie «' und deshalb, nach (18a), der ,Stokessche* Radius @ von derselben
Grofenordnung wie der ,wahre“ Radius a'.
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S | el

Es sei bemerkt, daf die Zeit v' = — der freien Bewegung dabei

(fir gewohnliche Temperaturen) von der GroBenordnung 10712 bis

10—1sec wird, d. h. von derselben Griflenordnung wie unsere obige
Uo

Verweilzeit 7' == 7ye %7 hbei verschwindender U.

Es sei ferner bemerkt, daB fiir die Berechnung des Viskositits-
koeffizienten der Gebrauch der Stokesschen Formel nicht notwendig ist.
Man kénnte z. B. so fortfahren. Es seien 4 und B zwei parallele Nachbar-
schichten der betreffenden Fliissigkeit. Denken wir ums, daf 4 ruht,
wihrend B mit einer (sehr kleinen) Geschwindigkeit auf A gleitet, so
bekommen wir fiir die Kraft K, welche auf die Flicheneinheit von B
wirken mu8, nach der Definition des Viskosititskoeffizienten den Ausdruck

v
K___; 1’15-

1
3 Atome enthilt, so wird die anf jedes
Atom wirkende Kraft gleich F ~ K 02. Diese Kraft ist mit der Ge-

schwindiglkeit ¢ eines Atoms relativ zu seiner Umgebung durch die

Da die Flacheneinheit ungefahr

1
Beziehung F = f¢' verkniipft. Da in unserem Falle ungefdhr »' =— 5 ?
ist (wegen der relativen Ruhe der Atome derselben Schicht), so folgt
1
T3y
kT
d. h. t =
wegen [ D
2T , Yo
n = P ol kT,

was mit (14) angenihert tibereinstimmt <fiir a = %)

8 9. Zum Schluff wollen wir die Grofie der Verweilzeit ¢, fiir die
wir oben den aus der Adsorptionstheorie entnommenen Ausdruck benutzten,
etwas nzher betrachten und sie direkt aus den Verhaltnissen, die dem
fliissigen Zustand entsprechen, berechnen.

Wihrend wir im Falle adsorbierter Atome deren Bewegung nur in
einer Richtung (normal zur Oberfliche des adsorbierenden Korpers) be-
trachteten, miissen wir jetzt alle Schwingungsrichtungen als gleich-
berechtigt beriicksichtigen.
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Die potentielle Energie eines schwingenden Afoms in einer Ent-
fernung r von seiner Gleichgewichtslage kann — sofern » geniigend klein
bleibt — in der Form 9 2

— U+ —5 mr?
To
dargestellt werden, wo ¢, die wahre Schwingungsperiode bedeutet?).

Fiir den Betrag des reduzierten Phasenvolumens, der einer Anzahl

von schwingungsfdhigen Atomen entspricht, bekommen wir also

oo

_rj:.,(’. : _l.l"’— \%la
@ —=nekl et 4grdr = nekT <——> , 19)
0 u
wo zur Abkiirzung
2xtm
W= gy (19a)

gesetzt ist.

Wenn ¥V das von dem ganzen Korper eingenommene Volumen be-
deutet, so kann das reduzierte Phasenvolumen, welches einem aus seiner
Gleichgewichtslage losgerissenen und nach einer nichsten Gleichgewichts-
lage iibergehenden Atom entspricht, durch die Formel

" =V—1b (20)
ausgedriickt werden, wo b etwa das ,wahre* Volumen der # Atome
bedeutet.

Betrachten wir unseren aus # Atomen bestehenden Korper in einem
willkiirlichen Augenblick ¢, so werden nur %' <» Atome um irgend eine
Gleichgewichtslage schwingen, wihrend die anderen »n” == % — ' den
Ubergang von einer Gleichgewichtslage zur nichsten machen. Das Ver-

"

hiltnis

mubB offenbar gleich dem Verh#ltnis der entsprechenden

’
"

) 4

reduzierten Phasenvolumina - sein. Andererseits muf (nach einem fiir

beliebige ergodische oder quasi-ergodische Systeme geltenden Satze)
dieses Verhiltnis gleich dem Verhiltnis der Zeiten '’ und 7/, die ein Atom
durchschnittlich in beiden Zustinden verbringt, sein. Wir haben also

" "

_ 9

7T 9

Die Zeit t” ist niherungsweise gleich 5 Wov die mittlere Geschwindigkeit

.
r

der Wirmebewegung <v w V;T > bedeutet. Deshalb konnen wir aus

Tm

1) Vgl. meine schon zitierte Arbeit, ZS. f. Phys. 26, 124—125, 1924.
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der obigen Gleichung mittels (19) und (20) die uns interessierende
Grofe t' berechnen. Es ergibt sich in solcher Weise die Formel (4a)

T = 1pe*’
mit
. 0 n [m\h 0 kT .
n= sy (3) =5 g o
wo
V—1b
0% = p (21a)

das sich auf ein Atom beziehende Kovolumen bedeutet. Da ¢’ von der-
selben GroBenordnung wie & sein muB, so erhalten wir aus (21)
T % KT (7
1:_0%(3—"27:11@:(%)' 210)
Wie schon oben behauptet, wird bei gewiéhnlichen Temperaturen /v
von derselben Grofenordnung wie 7, und deshalb 7f ~ io, im Einklang
mit unserer Annahme beziiglich der Definition von 7, [in Gleichung (4a)].
Bs wiirde aber vielleicht richtiger sein, fiir 7; den Ausdruck (21a) zu
benutzen.
Zum Schluf michte ich Herrn Dr. I. Estermann fiir die Durch-
sicht des Manuskripts und der Korrektur herzlich danken. .
Dem International Education Board bin ich fiir die Gelegenheit, ins
Ausland zu reisen, ebenfalls zum Danke verpilichtet.

Hamburg, Dezember 1925.
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