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PREFACE

Pendant I'année scolaire 1891-1892, j'ai fait aux éleves de
troisitme année de I'Ecole Normale quelques conférences sur
I'Arithmétique et 1'Algebre. Je n’avais nullement I'intention
d’exposer d'une mani¢re dogmatique des parties de la science
qui, sans doute, m’ont toujours vivement intéressé, mais que
je n'ai point étudiées d'une fagon particulidre ; je voulais seule-
ment diriger la curiosité de mes auditeurs vers des problemes
qui sont parmi les plusbeaux de ceux que posent les mathéma-
ques et des méthodes qui ont été trouvées ou perfectionnées par
des hommes d'un génie singulitrement rare et pénétrant. Les
progres incessants de I’Analyseetde la Géométrie ne doiventfaire
oublier ni ces probl®mes, ni ces méthodes. On sait assez, d’ail-
leurs, que les diverses branches des Mathématiques ne sont
pas indépendantes et que ces propriétés du nombre entier, qui
sont’objet propre de I’Arithmétique et de 1’Algebre, intervien-
nent dans bien des questions posées par I’Analyse. Il faut se
rappeler enfin que ’enseignement des parties les plus élémen-
taires de I’Arithmétique et de I'Algebre, de ces parties que 'on
enseigne dans les lycées, suppose chez le professeur, s’il veut
récllement dominer son sujet, au moins quelques vues sur les
parties plus élevées de la science. Mon intention était simple-
ment d’engager mes auditeurs & regarder de ce cOté-la.
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Dans les rares conférences que 1'on peut dérober & la prépa-
ration des examens, il est tr2s agréable d’enseigner ainsi, sans
appareil logique, sans plan bien systématique, et dans une
sorte de conversation. Les auditeurs s’y prétent volontiers, et
I'on sent assez\qu’il n’est pas nécessaire de tout dire, de déve-
lopper & tout propos ; on peut supprimer ici et 13, ici, parce que
c’est trop facile, 13, parce qu'on serait entrainé trop loin, dans
des régions méme que le maitre, qui n’a nulle raison pour s’en
cacher, connaitmal et ol il risquerait de s’égarer.

En Arithmétique, je me suis borné a expliquer sommaire-
ment la théorie des restes quadratiques et & ébaucher la divi-
sion du cercle ; en Algebre, je n'ai gudre parlé que des équa-
tions abéliennes, en donnant parfois quelques indications sur
d’autres sujets.

Il y avait cette année-13, 3 I'Ecole, deux éléves qui sont cer-
tainement parmi les plus distingués de ceux que j'ai eu I'hon-
neur et la joie d’y rencontrer ; ils étaient venus des deux extré-
mités de la France, aussi différents qu’il est possible par la race
et le tempérament ; ils s’y sont liés d'une amitié qui durera
sans doute toute leur vie. M. Borel est déja connu par de rares
succes scolaires, par une thése remarquable, qu'il vient de sou-
tenir, et par quelques autres travaux. Sa place est assurément
marquée parmi les mathématiciens qui feront honneur a notre
pays.

Je crois bien que M. Drach ne tardera pas, lui aussi, a
prendre une pareille place. Il a déja acquis de nombreuses
connaissances, dans des domaines variés ; il est de ceux qui
se préoccupent avant tout du fond des choses, qui restent mé-
contents et inquiets tant qu’ils n’ont pas atteint le roc. Cette
tendance philosophique de I'esprit est un danger quand elle tra-
vaille & vide, qu'elle n’est pas accompagnée de la connaissance
des faits, et qu’elle engendre le mépris des vérités particulitres,
matériaux cssentiels de la science ; c’est elle seule, malgré tout,
qui préside & I'arrangement de ces matériaux.




PREFACE . ni

Quoi qu’il en soit, mes conversations sur 1'Arithmétique
et I’Algebre intéresstrent M. Borel et M. Drach, et quelques
autres aussi, j'ose l'espérer ; mais je fus quelque peu étonné
lorsque ces deux jeunes gens vinrent me proposer de les
rédiger et de les publier ; j’eus beau leur représenter tout ce
qu'elles avaient d'incomplet et de décousu : ils s’offrirent si
obligeamment & les compléter et & les recoudre, ils insistdrent
d'une facon si flatteuse et si affectueuse, que je me résolus, sans
y réfléchir davantage, & les laisser faire. Ils se mirent donc a
la besogne, travaillant ensemble, s’aidant et se critiquant I'un
I'autre: M. Borel se chargea plus particulitrement de I'Arith-
métique et M. Drach de 1'Algebre. '

J'avais entidrement atteint mon but qui était, non d’ensei-
ger, mais de faire apprendre. Il était trés naturel que, dans
ces conditions, ce que j'avais enseigné dispardt quelque peu :
c’est ce qui est arrivé, beaucoup plus que n’ont voulu se ’'avouer,
toutd’abord, les auteursde ce Livre. Sans doute, j'ai,depuis, suivi
leur travail, je I'ai parfois critiqué, et j’ai, par mes objections,
contribué & éclaircir les idées de mes jeunes camarades. Mais
j’étais engagé dans d’autres publications, et je n’ai pu consacrer
A celle-ci tout le temps que j’'aurais voulu: il vaut mieux qu'il
en ait ét€ ainsi : ce Livre en aura plus d’unité, et, qu'on me
permette de le dire, plus de hardiesse.

M. Borel me reprocherait assurément de ne pas dire que, en
parlant ainsi, c'est & M. Drach que je pense : c’est ce dernier qui
avait assumé la plus lourde tiche, c’est lui surtout qui a fait ceuvre
personnelle. C'est & peine si, dans mes conférences, j'avais sou-
levé la question de la nature des nombres algébriques, c’est-a-
dire des racines d'une équation algébrique entidre a coefficients
entiers, c’est & peine si j'avais indiqué comment, par I'emploi
des congruences et des systtmes de modules, Kronecker avait
pu fonder I'exposition de I'Algébre sur une base purement arith-
métique, et comment, & un point de vue tout autre, on pouvait
regarder ’Algébre, non comme un prolongement de I'Arithmé-
tique, mais comme une partie de ’Analyse, le nombre algé-
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brique n’étant qu'un cas particulier, nettement défini d’ailleurs,
de 'irrationnelle générale. Mais il suffisait d'esquisser le pro-
bleme pour que M. Drach s’y attachdt, et le dernier point de
vue, si parfaitement légitime qu’il soit, ne pouvait manquer
de choquer un esprit aussi philosophique que le sien, parla
fagon dont on y fait appel a des éléments transcendants, bien
éloignés de ce nombre entier, dont il semble que la considéra-
tion doive suffire 4 la construction de I’Arithmétique et de I’Al-
gebre.

Le mode d’exposition auquel il a été amené par le désir de
réduire & ce qui est indispensable la construction de I’Arithmé-
tique et de I'Algdbre consiste essenticllement a regarder les
nombres algébriques, aussi bien que les nombres entiers posi-
tifs ou négatifs et les nombres rationnels, comme des signes on
symboles, entiérement définis par un petit nombre de propriétés
posées a prior: relativement & deux de leurs modes de compo-
sition.

On part ainsi d’hypotheses bien déterminées qui n’impliquent
point de contradiction, comme le montre I'étude de leurs consé-
quences. Cette étude conduit & quelques-uns des résultats que
'on doit & Kronecker, résultats que ’on peut résumer en disant
que le calcul dans lequel interviennent des nombres algébrigques
est identique @ un calcul de polynomes & une variable, @ coeffi-
cients entiers, dans lequel on néglige les multiples d’un poly-
nome déterminé. L'établissement de cette proposition, en par-
tant des éléments, fait 'objet du chapitre III ; la nécessité de
donner des rdgles pratiques pour effectuer le calcul dans un
domaine algébrique amene, dans le chapitre IV, & exposer d’unc
manidre nouvelle la théorie célebre créée par Galois. C'est
dans cette théorie que 'on doit d’ailleurs chercher le véritable
fondement de I’Algébre, telle que 'auteur I'a comprise, et la
justification du mode de construction qu'’il a adopté.

I est & peine utile d’ajouter que ce mode de construction est
purement logique, c'est-d-dire indépendant de toule notion
expérimentale et en particulier de la notion de grandeur. Les
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résultats acquis présentent néanmoins, au pointde vue pratique,
un certain intérét : comme I'explique M. Drach, « il existe, en
effet, des éléments géoméiriques, mécaniques ou physiques tels
que I'on puisse établir une correspondance univoque et réci-
proque entre ces éléments et les symboles considérés ou une
partic d’entre eux, ces élémenis se composant d’aillecurs avec
cux-mémes de la méme maniére que les symboles correspon-
dants ».

Lorsque M. Drach m'écrivit pour la premitre fois sur les
sujets qui précddent, au commencement de I'an dernier, j'eus
tout d’abord, je I'avoue, quelque crainte & le voir jongler ainsi
avec des symboles qui me semblaient vides de tout contenu ;
je me suis persuadé, en y réfléchissant, qu'il y avait surtout,
dans celte crainte, des habitudes d’esprit dont je ne parvenais
pas 2 me défaire, et que, en réalité, elle était peu fondée.

Ce qui préctde suffira, je 'espere, & convaincre le lecteur que
si ce livre a quelque valeur, c’est 4 M. Borel et 3 M. Drach
qu'il faut en reporter le mérite : c'est malgré eux que jele dis,
mais je dois au lecteur la vérité. Si d’ailleurs, comme ils le
croient, j’ai réellement contribué a leur inspirer le goit de la
science, cela me suffit amplement.

Paris, le 16 juillet 1894.

JurLes TANNERY.
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PREMIERE PARTIE

THEORIE DES NOMBRES

CHAPITRE PREMIER

PROPRIETES GENERALES DES CONGRUENCES

,

I. — Définitions et propriétés élémentaires.

1. On dit que deux nombres entiers, positifs ou négatifs, a et b
sont congrus suivant le module positif m, lorsque la différence
a—b est divisible par m; c'est-d-dire lorsque I'on a

a=b+mq,

g étant un nombre entier (positif ou négatif). Si a et 6 étaient
positifs et 6 inférieur & m, cette égalité exprimerait que b est le
reste de la division de a par m. Nous conviendrons de dire, dans
tous les cas, que a et b sont restes ou résidus I'un de l'autre par
rapport au module m.

D’aprés cette définition, un nombre a a une infinité de résidus,
compris dans la formule générale a-+mgq, ou ¢ désigne un
entier quelconque, positif, nul ou négatif. Parmi ces résidus, il y
en a toujours un et un seul qui est positif ou nul et inféricur
a4 m; on l'appelle résidu minimum; dans le cas ou a est positif,
c'est le reste arithmétique de la division de a par m. Il y a
quelquefois avantage 2 considérer une autre espéce de résidus



i THEORIE DES NOMBRES

m

. . . . . . m
minima: il y a toujours un résidu compris entre — 3 et —+ 3

pouvant atteindre cette limite supéricure dans le cas ol m est pair;
on l'appelle le résidu minimum absolu; c'est celui dont la valeur
absolue est la plus petite.

Pour que deux nombres soient congrus, il est évidemment néces-
saire et suffisant que leurs résidus minima soient égaux. Or il est
clair que le résidu minimum peut avoir seulement m valeurs
distinctes: 0, 1, 2, 3, ..., m—1. Considérons m nombres: ay,
ay, ..., Gn tels que deux quelconques d’entre eux soient incongrus,
c'est-a-dire non congrus, suivant le module m ; leurs résidus
minima seront tous différents; ce seront donc nécessairement,
abstraction faite de I'ordre, tous les nombres 0, 1, 2, . ., m—1.
On en conclut qu'un nombre quelconque z est congru 4 I'un des
nombres a,, @z, ..., @

L'ensemble de ces m nombres constitue ce que I'on appelle un
systéme complet de restes incongrus suivant le module m ou, plus brié-
vement, un systéme complet de restes (mod. m). Le systéme complet
de restes le plus simple est formé précisément des m nombres
0,1, 2,..., m—1. Nous verrons plus tard I'intérét qu'il peut y
avoir & considérer d’autres systémes complets de restes jouissant
de propriétés particuliéres.

Ces notions trés élémentaires ont néanmoins leur importance
dans bien des questions de Mathématiques. Considérons par exemple

. kw
I'expression tg—;{, nous savons que sa valeur ne change pas

lorsqu’on augmente ou diminue l'entier & d'un multiple de m. Si
Pon donne & % toutes les valeurs entiéres, cette expression prendra
donc seulement m valeurs distincles; on obtiendra toutes ces
valeurs en prenant pour k£ successivement m nombres formant un
systéme complet de restes (mod. m). P
: k
Si h désigne aussi un nombre entier, tg —‘ER— est égal & tg —"’;t-
lorsque A est congru & £ suivant le module m, etdans ce cas seu-
lement.
. . k . .
Nous aurions pu, au lieu de tg ;?- considérer l'expression

2k .. 2km L. R
cosT+ i8in —-— qui joue un grand réle en analyse. Elle

donnerait lieu a des remarques analogues.
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On voit par ces exemples, qu'on pourrait multiplier, I'importance
que peut avoir I'élude systématique des rapports qui exislent entre
des nombres congrus ou incongrus suivant un module déterminé.
C’est I'étude de ces rapports qui constitue la théorie des congruences
dont nous allons exposer les éléments.

2. Il importe tout d’abord d’adopter une notation abrégée pour
écrire que deux nombres a et b sont congrus par rapport 4 un
module m. Nous adopterons la convention indiquée par Gauss et
consacrée par l'usage et nous écrirons

a=>b (mod. m).

Cette relation s'appellera une congruence. La notation choisie a
I’avantage de mettre en évidence les analogies trés grandes qu’il y a
entre les congruences et les égalités ordinaires. On peut en effet
soumettre les congruences de méme module & presque toutes les
opérations qui sont légitimes avec les égalités. Nous nous borne-
rons & énoncer ici ces propriétés ; elles se démontrent immédiate-
ment en remplagant chaque congruence telle que

a=b (mod. m),
par ’égalité correspondante
a=b+mq.
11 est clair, tout d’abord, que sil'on a
a=b (mod. m),
b=e¢ (mod. m),
il en résulte
a=c (mod. m).
Si 'on désigne par A, A', \* des nombres entiers et si I'on a
a =b
a=¥ (mod. m),
a' =¥

on a aussi
Aa -+ Na' +Ma" = Ao 4+ N'b + A"b" (mod. m).
En particulier on peut ajouter ou retrancher membre & membre
deux congruences de méme module ; on peut aussi faire passer un
terme d'une congruence d’un membre dans l'autre, par la méme
régle que pour les égalités.
11 est également permis de multiplier membre & membre deux ou
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plusieurs congruences de méme module; des congruences écrites
plus haut, par exemple, on déduit
aa'a” = bb't’ (mod. m),
et plus généralement
ara™a™" = no™'e™ (mod. m),
n, n', n' étant des exposants entiers et positifs.

En combinant ces diverses propositions, on voit qu'elles se résu-
ment dans la suivante, dont elles ne sont que des cas particuliers :
Si f(z, y, 3,...) est un polynome entier a coefficients entiers par
rapport aux lettres x, y, z, .., si de pluson a

a=a

c = (mod. m),

il en résulte
fla, b, ¢, ...)=f(z, 8, 1 .- ) (mod. m).
Mais, & I'inverse de ce qui a lieu pour les égalités, il n'est pas en
général permis de diviser par un méme nombre les deux membres
d’une congruence, méme dans le cas ou ils sont exactement divisi-
bles (s'ils ne I'étaient pas, cette opération n’aurait pour le moment au-
cun sens). Par exemple, on a

18=6 (mod. 12)
et on n'a pas

par rapport au méme module.
Un examen attentif de cet exemple particulier suffit & indiquer
comment on doit traiter le cas général. Si I'on a
a=5b (mod. m),
cela signifie que

est un nombre entier; on ne peut pas en

—6 , ¢ étantun
diviseur commun de a et 6. Cette conclusion n'est légitime que si
m et ¢ sont premiers entre eux; car, dans ce cas, a— b étant
divisible par deux nombres premiers entre eux, est divisible par
leur produit.

On a donc le droit de diviser les deux membres d’une congruence par
tout nombre premier avec le module et qui les divise exactement. (Nous

général conclure de 1a qu'il en est de méme de
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verrons plus loin comment on peut lever cette dernidre res-
triction, en faisant une convention spéciale). En particulier, si le
module est un nombre premier, les nombres qui ne sont pas premiers
avec le module sont congrus @ zéro par rapport au module, ou, plus
briévement, nuls suivant ce module et on a ceténoncé, tout a fait
pareil & celui auquel on est habitué en arithmétique et en algébre :
La division par zéro seule n’est pas permise.

Dans le cas ou m n’est pas premier, on voit trés facilement que,
sil'on désigne par & le plus grand commun diviseur de m et de ¢,
la congruence

a=5b (mod. m)
entraine 5

a__0 m

; = 7 (mod. 3 )

Si, en particulier, un nombre ¢ divise a, b, m,ona § = g et

h
- (mod. '—f) .
q q

3. Nous nous sommes appuyés sur ce qu'un nombre divisible par
plusieurs autres premiers entre eux deux & deux est divisible par
leur produit.

La démonstration que 1'on donne habituellement de cette propo-
sition repose comme on sait sur le théoréme : un nombre qui divise
un produit de deux facteurs et qui est premier avec l'un d’eux divise
Pautre. Cette derniére proposition se déduit de la théorie du plus
grand commun diviseur. Il ne sera pas sans intérét d'en donner ici
une démonstration directe, qui est due & Poinsot ") et qui nous
conduira naturellement 4 d'autres propriétés trés importantes.

Considérons la suite des multiples d’un nombre enticr positif a,

QIR

0,a,2a, . .,ma,..

et divisons les termes de cette suite par un nombre entier positif m.
11 est clair que ces restes se reproduiront périodiquement de m en m,
mais la période peut étre plus courte. Soit k le plus petit nombre tel
que ha soit divisible par m, ha sera le plus petit commun mul-
tiple de a et de m; h termes consécutifs seront toujours incongrus

(*) Dans un livre récent sur les éléments de la théorie des nombres, M. Bachmann
a appelé I'attention sur la signification de la démonstration de Poinsot.
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(mod. m): en effet, si ka et Ka étaient congrus (mod. m), leur diffé-
rence (k — k')a serait divisible par m, ce qui, par hypoth&se, ne
peut avoir licu lorsque k£ — &' est plus petit que k. Cette différence,
au contraire, est évidemment divisible par m lorsque &k — k' est
divisible par A ; les restes se reproduiront donc de % en k etla
période de A restes sera composée de nombres tous différents,
enfin & restes consécutifs sont toujours différents.

Une premiére conséquence de cette remarque est la suivante : les
seuls termes de la suite qui soient divisibles par m s’obtiennent
en multipliant a par un mulliplede k; autrement, fous les multiples
communs @ m etda a sont des multiples du plus petit commun mul-
tiple ha de ces deux nombres.

En particulier m doit étre un multiple de k, puisque ma est
un multiple de m et de a. Soit m = hd, soit aussi ha = mq;
on en déduit ha = hdg, d'o a=4dg: d est donc un diviseur
commun de a el de m, nous allonsvoir que c'est le plus grand.

41° Supposons d’abord que a et m soient premiers entre eux; d ne
pourra dtre égal qu'a I'unité, donc, dans ce cas h=m, ce qui
s'énonce : le plus petit commun multiple de deuxz nombres premiers
entre eux est leur produit. Tout multiple de ces deux nombres est
donc un multiple de leur produit, d'ol il résulte que si un nombre
divise un produit de deux facteurs et est premier avec lun d’eux, il
divise Uautre.

Dans ce cas, la période des restes se compose de m termes dis-
tincts qui ne peuvent étre que les nombres 0,14, 2, . ., m — 1,
rangés dans un certain ordre : on en conclut que si dans 1'ex-
pression ar, ou dans l'expression ax 45, ou b est un nombre
entier quelconque, on substitue & la place de 2, m nombres en-
tiers consécutifs, ou plus généralement un systéme complet de nom-
bres incongrus (mod. m), on obtiendra un systdme complet de
nombres incongrus (mod. m); en substituant dans az les nombres
entiers 1,2, ..., m—1 2 la place de x, on obtient comme restes ces
mémes nombres pris dans un certain ordre; plus généralement
en substituant, 3 la place de z, m —41 nombres incongrus
(mod. m) et dont aucun n’est nul (mod. m) on obtient encore
m — 1 nombres incongrus (mod. m), dont aucun n'est nul (mod. m).

20 Supposons maintenant que a et m ne soient pas premiers entre
eux; soil & leur plus grand commun diviseur; les nombres
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o) i~
o7| 8

sont premiers entre eux, et I'on observera en passant que

’

cette proposition s’établit directement, sans passer par 1'algorithme

du plus grand commun diviseur.
m

Les restes minima que I’on obtient en divisant par 3 les termes
de la suite
a a a
0 N —8 y 2 E, 35 ’

sont les quotients par & des restes que I'on obtient en divisant par

m les termes de la suite
0, a, 2a, 3a, ...;

la périodicité est la méme ; d’aprés ce qu'on vient de dire, la pé-

. . . . m .
riode pour la premiére suite contient - restes, qui sont les nom-

8
bres 0,1, 2, .., % — 1, rangés dans un certain ordre; cette
période, pour la seconde suite contiendra aussi %'- restes qui se-
ront 0, 8, 23,...,m—3. Enfin puisquel'on doitavoir P= h, il

8
faut que h soit égal & d, et I'on retrouve en passant le théoréme sur

la composition du plus petit commun multiple de deux nombres, qui
s’obtient en divisant le produit des deuz nombres par leur plus grand
commun diviseur.

On reconnalt aussi, dans ce cas, que si dans I'expression az b,
on remplace x par un systéme complet de nombres incongrus
(mod. m), on n’obtient plus un systéme complet de nombres
m
B

L'application de ces divers théorémes aux polygones réguliers
étoilés est bien connue.

incongrus, mais seulement restes incongrus.

4. Dans le cas ot m est un nombre premier p, chaque nombre
non divisible par p est premier 4 ce nombre : si donc dans I'expres-
sion ar ol a n'est pas divisible par p on substitue p—141 nom-
bres 2, @y, ..., ,; incongrus entre eux et 4 0 (mod. p), on
obtiendra p—41 nombres congrus i ces mémes nombres x,
%3, ..., Z,, rangés dans un autre ordre; le produit des nombres
ar,, ary,, ..., ax,, -est donc congru (mod. p) au produit
Zyy. . ... T, 4, et comme le dernier produit est premier & p,
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on en conclut
at—1=0 (mod. p).
C'est le célébre théoréme de Fermat, qui joue, dans la théorie des
nombres, un réle essentiel et dont nous rencontrerons incidemment
d’autres démonstrations; observons qu'on en déduit immédiatement
la proposition suivante: quel que soit le nombre entier a et le nombre

remier p, on a
P ’ a’—a=0 (mod. p).

II. — Racines des congruences.

5. Nous n'avons considéré, jusqu'ici, que des congruences ne
renfermant pas d'indéterminée, des congruences purement arithmé-
tiques, si I'on peut s'exprimer ainsi; elles correspondent 4 ce que
I'on appelle proprement des égalités ; nous allons parler maintenant
de celles qui correspondent aux identités et aux équations. On n’a
pas jugé qu’il fat nécessaire de créer des mots distincts pour dési-
gner ces diverses congruences, mais il importe de ne pas les
confondre.

On dit que deux polynomes f(z) et g(x) entiers par rapport & une
variable = (sauf avis contraire, nous sous-enfendrons toujours que les
coefficients des polynomes sont entiers), sont identiquement congrus ou
plus simplement congrus suivant un module m s'il existe un poly-
nome entier en z, ¢(z), tel que I'on ait, quel que soit I'entier z,

f(@) = g(z) + m(2).
On écrit alors d’une maniére abrégée
flz)=g(z) (mod. m).
Les coefficients des mémes puissances de z, dans f et dans g,
sont évidemment congrus suivant le module m.
D’aprés cette définition, on a
flz)=0 (mod. m)
dans le cas et dans le cas seulement ol tous les coeflicients de f(x)
sont divisibles par m.

S'il n’en est pas ainsi, on n'aura pas en général, pour toute valeur

entiere a de z,
fla)=0 (mod. m).
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S'il exisiec un nombre entier a tel que cette congruence soit
vérifiée, ce nombre a est dit une racine de la congruence

f@=0 (mod. m).

Une congruence peut n'dtre pas identique et cependant avoir pour
racines tous les nombres entiers; si p désigne un nombre premier,
c'est ce qui a lieu d'aprés ce que nous avons vu pour la congruence

??—2=0 (mod. p').

Nous verrons plus tard comment on peut reconnaitre, dans le
cas d’'un module quelconque, si une congruence donnée posséde ce
caractére exceptionnel (*).

Revenons a la relation

fla)=0 (mod. m),
qui exprime que la congruence donnée admet la racine a. Il

est clair que si l'on a
b=a (mod. m),

floy=0 (mod. m),
c'est-3-dire que la congruence admet aussi pour racines tous les
nombres b congrus au nombre a. Nous ne regarderons pas ces
racines comme distinctes. 11 en résulte qu'une congruence (mod. m)
peut avoir au plus m racines distinctes (et méme m —1 seule-
ment si on ne tient pas compte des racines congrues & zéro). On
peut donc toujours résoudre une congruence, ¢'est-a-dire trouver les
racines de cette congruence par un nombre limité d'essais succes-
sifs. Mais ces essais sont d’autant plus nombreux que le nombre m
est plus grand; d’autre part, on ne connait pas de méthode gé-
nérale simple pour résoudre les congruences dont le degré dé-
passe l'unité. I1 y a donc intérét, pour diminuer le nombre des
essais, & réduire s'il est possible la valeur du module m. Nous allons
montrer que pour résoudre une congruence, il suffit de résoudre un
cerlain nombre d’autres congruences ayant pour modules des
facteurs premiers entrant dans m.

1l faudra de plus résoudre un probléme simple qui ne dépend que
de congruences du premier degré, et que nous étudierons en détail.

on a aussi

(*) Voir la note & la fin de I'ouvrage.
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6. Montrons, en premier lieu, que si l'on a
m = pqr,
les nombres p, ¢, r étant premiers entre eux deux @ deuz, on peut
ramener la résolution de la congruence

1) flx)=0 (mod. m)

4 celle des congruences simultanées : »
fz)=0 (mod. p),
(2 flz)=0 (mod. ¢),
flz)=0 (mod. r).

En effet, il est clair d’abord que tout nombre z qui satisfait & la
congruence (1) satisfait aux trois eongruences (2). Réciproquement,
si z satisfait aux trois congruences (2), f(x) étant divisible par les
trois nombres premiers entre eux deux 4 deux p, ¢, r, est divisible
par leur produit m, c'est-a-dire que z satisfait & la congruence (1).

Il suffit donc de déterminer les solutions communes aux con-
gruences (2). Pour cela, nous supposerons que nous ayons résolu
séparément chacune de ces congruences et nous ferons voir qu'a
tout groupe formé d'une racine a de la premiére, d'une racine g de
la seconde et d’une racine y de la troisiéme, correspond une racine
z de la congruence (1); de sorte que si les congruences (2) ont
respectivement p’, ¢', ¥ racines, la congruence (1) en a p'g"»'.
(Si la premiére des congruences (2) par exemple était identique ou
vérifiée quel que soit z, on aurait p' = p).

En effet, il suffit que 1'on ait

T=a (mod. p),
r=28 (mod. gq),
r=y (mod. r).
Or on conclut immédiatement de 12 :
qre = qra (mod. m),
rpz = rpf (mod. m),
p9r = pgy (mod. m),

et par suite
(gr+rp + pg)z = gra+ rpB+pgy  (mod. m).
Nous verrons plus loin que cette congruence du premier degré en
z, dans laquelle le coefficient ¢r-4-rp—-+pg de z est premier
avec le module m = pqr (puisque p, ¢, r sont premiers entre
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eux deux 4 deux) a une racine unique et déterminée. Cette racine
satisfait d'ailleurs aux conditions exigées ; car on a par exemple

(gr+rp+pg)x =qra+rpf+pgy  (mod. p),
d’ou, en supprimant de part et d'autre les multiples de p,
qre = qrz (mod. p),
et enfin, en divisant par ¢r qui est premier avec le module p,
=a (mod. p).

Nous avons ainsi montré qu'a tout systéme de solutions z, 8, y
du systéme (2) correspond une racine z de la congruence (1). Il est
clair que la réciproque est vraie et de plus que la correspondance
est univoque ; c'est-a dire que si z et z’' sont incongrus suivant le
module pgr, ils sont incongrus par rapport & 'un au moins des
modules p, g, r et réciproquement. Les propositions énoncées
sont donc complétement démontrées.

Nous reviendrons d'ailleurs sur la congruence qui détermine
z, aprés avoir traité des congruences du premier degré, pour
montrer comment on peut diriger la solution de maniére que la
plus grande partie du calcul soit indépendante de =z, 8, y, c'est-
a-dire puisse servir pour toutes les racines.

7. Les résultats acquis résolvent complétement le probléme posé
dans le cas ou m ne renferme pas de facteurs premiers figurant
avec une puissance supérieure i la premiére. Dans le cas contraire,
la décomposition la plus compléte qui se puisse effectuer de m en
un produit de nombres premiers entre eux deux a deux, est la
décomposition en un produit de puissances de nombres premiers.
Il reste donc & montrer comment on peut ramener la résolution
d'une congruence dont lc module est une puissance d’'un nombre
premier, & larésolution de congruences de module premier.

Soit donc

1) f@)=0 (mod. p*)
une congruence dont le module est la puissance d’'un nombre pre-
mier. Il est clair que toute racine de cette congruence salisfera aussi
4 la congruence

(2) f(x)=0 (mod. p).
Mais la réciproque n’est pas nécessairement exacte. Soit a une ra-
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cine de la congruence (2); a-+ py sera aussi une racine de (2);
nous allons chercher 4 déterminer I'entier y de maniére que cette
quantité soit également racine de (1).

Nous avons fla+ py) = p°e(y),

a étant un nombre au moins égald 4, ¢(y) un polynome entier dont
tous les coefficients ne sont pas divisibles par p. Sil'ona 2 > A,
a—+py estracine de la congruence (1) quel que soit I'entier y; a
la racine a correspondent ainsi p*! racines incongrues de la con-
gruence (1).

Sil'on a au contraire « <}, la congruence (1) peut s’écrire,
en posant x = a—+ py,

fla+py) =pe(y) =0 (mod. p*).

o(y)=0 (mod. p*=).

La détermination des racines de (1) qui sont congrues au nombre
a suivant le module p, est ainsi ramenée 4 la résolution d'une
congruence dans laquelle le module a une moins grande valeur. On
voit immédiatement qu'en appliquant la méme méthode a cette nou-
velle congruence on n'aura jamais a résoudre que des congruences
(mod. p). On peut vérifier que I'on a ainsi moins d’essais & faire si
I'on procéde par titonnements et de plus, pour ces essais, on opére
sur des nombres moins considérables, puisqu'on peut remplacer
tous les coefficients d'une congruence (mod. p) par leurs résidus
minima absolus, c’est-d-dire par des nombres inférieurs en valeur

On en conclut

absolue a % .
Comme application, considérons la congruence
(1) »=1 (mod. 27).
Nous devons d’abord résoudre la congruence
=1 (mod. 3)
ou =1 (mod. 3),
qui admet évidemment les deux racines incongrues +1 et —4;

nous ne considérerons que la racine positive (on obtiendra ensuite en
changeant les signes les résultats qui correspondent i la racine
négative).
Si nous posons z = 1+ 3y, la congruence proposée devient
3By*+2y —2)=0 (mod. 27)
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ou
(2) 3y+2 —2=0 (mod. 9).
Nous devons d’abord résoudre la congruence
3y +2 —2=0 (mod. 3),
qui donne
y=1 (mod. 3)

et nous conduit & poser y =1+ 3s.
La congruence (2) devient alors

3[(1+3z)+2z]=0 (mod. 9)
ou
1 +32)+22=0 (mod. 3)
1+2:=0 (mod. 3),
d'on
z2=1 (mod. 3).
On a donc y=4 ct z =13; la congruence (i) admet les
deux racines —+13 et — 43 ou, si I'on veut, 13 et 14. La con-

gruence proposée est d'ailleurs I'une de celles pour lesquelles il
existe des méthodes générales de résolution.

8. Avant de passer & I'étude générale des congruences de degré
quelconque et particuliérement des congruences de module premier,
étude qui fera I’objet du chapitre suivant, nous allons traiter en dé-
tail des congruences du premier degré. 1l est en effet nécessaire de
les traiter dans le cas d'un module quelconque et de plus leur étude
nous conduira &4 nous occuper de diverses questions intéressantes
en elles-mémes.

Considérons d’abord le cas d'un module premier p. La congruence
du premier degré a la forme

ax =1b (mod. p).
Elle est identique, si a et b sont tous deux congrusa zéro (mod. p),
imposstble si a est congru & zéro sans que b le soit. Ces résultats
qui s'aper¢oivent immédiatement sont absolument pareils & ceux
que I'on obtient dans I'étude des équations du premier degré.

Dans le cas ol a n'est pas congru a zéro, il résulte de remarques
déja faites que sil'ondonne a xz, p valeurs incongrues, le premicr
membre prendra p valeurs incongrues, dont par conséquent une et
une seule sera congrue a b. La congruence a donc une' racine et
une seule ; le théoréeme de Fermat permet d’avoir immédiatement
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son expression : si I'on multiplie les deux membres de la congruence
par a*3, on obtient

ar'z = bar? (mod. p);
d’autre part, a étant premier avec p,
art =1 (mod. p).
On a donc enfin
z = ba*? (mod. p).

Gauss convient de représenter la racine de la congruence du pre- -

mier degré par ; (mod. p), c’est-a-dire d’écrire

b
'(-1' : (mod. ]I)

T

ll

Les expressions telles que g (mod. p) ne sont pas des fraclions,

mais des nombres entiers; il est cependant fucile de vérifier qu’elles
sont soumises auxr mémes rigles de calcul que les fractions ordi-
naires. Il importe seulement de remarquer qu'on doit exclure du
calcul, comme n’ayant pas de sens, celles dont le dénominateur est
congru d zéro et qu'on ne doit jamais multiplier les deux termes par
un nombre congru & zéro. Dés lors il est facile de vérifier, par
exemple, que si I'on a

z= % (mod. p),
4
y=7 (mod. p),
il en résulte

T 1 Eadb_—;bc (mod. p),
Ty = -a—; (mod. p),

z ad
v = (mod. p).

en supposant, bien entendu, qu’aucun des dénominateurs n’est
congru a zéro. Ces égalités sont des égalités entre nombres entiers; la
derniére, par exemple, exprime que z ¢t y étant les racines des
congruences

b —a=0 (mod. p),

dy —c=0 (mod. p),
les congruences

yYX—z=0 (mod. p),

beX —ad=0 (mod. p)
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sont équivalentes. C'est ce qu'il est aisé de vérifier directement‘,
b, ¢, d étant supposés incongrus & zéro.

Les remarques précédentes nous conduisent naturellement a con-
sidérer laracine  de la congruence

azx =1 (mod. p),
c'est-a-dire

Il
R we

z (mod. p).

Sa connaissance est manifestement utile dans le calcul des racines
des congruences de la forme

az =0 (mod. p)
ou
b
T=— (mod. p).
I est clair en effet que si I'on a
a = —i— .
a
il en résulte
—b— = a'b.
a

Le nombre a’' est dit le nombre associé de a. 1l est clair que la cor-
respondance entre a et a' est réciproque. D'ailleurs a ne peut étre
égal 4 a' que si leur valeur commune est 4 ou p—14, car si
a =a, ona

a—1=(a—1)a+1)=0 (mod. p),
et p étant premier divise a—1 ou a—+1. )
Lesnombres 2, 3,..... , p—2 sontdoncassociés deux a deux;
le produit de deux nombres associés étant congru i 1, il en résulte
2.3..... (p—2)=1 (mod. p),
d’ou
1.2.3..... (p—2p—1)=p—1=—1 (mod. p),
ou enfin
1.23.....(p—1)+1 = (mod. p).

Cette égalité constitue le théoréme de Wilson, remarquable par le
fait qu'il exprime une propriété caractéristigue des nombres pre-
miers. En effet, si p n'est pas premier, on voit facilement que le
produit 1.2.3.....(p —1) est divisible par p.

9. Indiquons maintenant une méthode de résolution des con-
gruences du premier degré de module composé, méthode qui s’ap-
plique d'ailleurs aussi dans le cas d'un module premier.

TBEORIE DES NOMBRES 2
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Soit
=b (mod. m)

une congruence ; on peut en désngnant par y un entier indéter-
miné, la remplacer par I’'équation

ax +my = b.
On est ainsi ramené & un probléme traité dans les éléments sous
le nom d’analyse indéterminée du premier degré.

On sait que si a et m sont premiers entre eux, toutes les valeurs
de x qui satisfont & cetle équation sont de la forme
z = x, + mt,
c'est-a-dire
r=z, (mod. m).
La congruence proposée admet donc dans ce cas une solution

unique ; pour la trouver, on réduit% en fraction continue, et en
désignant paril’avant-demiére réduite, on a, la derniére réduite

étant précisément :—:-‘,
ap. —ma = 1,

a(x bp) —m (=% ba) = b.

et par suite

Dans le cas ou a et m ont un diviseur commun 3, le probl¢me
est impossible si 3 ne divise pas 6. Si & divise b, on est ramené
a I'équation

a  m _b
FTIYEY
c'est-a-dire, si I'on veut, & la congruence
a b m
g-’l.‘ = g (mod -5) .

On a done & résoudre le méme probléme ; cette derniére congruence
a une solution unique x,, mais la congruence proposée admet pour
solutions distinctes tous les nombres congrus & x, suivant le mo-

dule % et incongrus suivant le module m; elle a donc & solutions.

On voit que I'on peut employer pour les modules composés la
notation de Gauss que nous avons indiquée pour les modules pre-
miers, mais on doit exclure tous les dénominateurs non premiers
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avec le module. La solution que nous venons d'indiquer revient
d'ailleurs & chercher d’abord la valeur dusymbole ‘—1 (mod. m), c'est-

a-dire & déterminer 1'associé a’ du nombre a. Dans le calcul fait
plus haut on a
ad =4 p

Nous pouvons maintenant traiter d’'une maniére compléte le pro-
- bléme qui s'était offert & propos des congruences quelconques de
module composé et qu'on peut formuler ainsi: p, ¢, r étant des
nombre premiers entre eux deux & deux, trouver un nombre z qui
satisfasse aux congruences

rT=a (mod. p),
r=28 (mod. q),
T=7 (mod. r).

Nous avons trouvé que x est déterminé par la congruence unique
(qr+rp+ pg)x = gra+ rpp+pqy (mod. m = pgr).

Or, d’apres les hypothéses faites, ¢r +rp-+pg eslpremieravec

m; déterminons son associé, c¢'est-a-dire calculons un nombre m’

par la congruence
m'(gr +rp+pg) =1 (mod. m).
On aura
x = qram’ + rpfm’ + pgym’ (mod. m).
On voit que la détermination de m’ est complétement indépendante
de 2, B, y, comme nous l'avions annoncé plus haut.
On peut mettre la formule obtenue sous une autre forme. Si nous

déterminons en effet p', ¢’, 7 par les congruences

Plgr+rp+pg) =1 (mod. p),
g(gr+rp+pg) =1 (mod. ¢),
r'(gr+rp+pg) =1 (mod. r),
qui peuvent s'écrire, plus simplement,
plgr=1 (mod. p),
grp =1 (mod. gq),
r'pg =1 (mod. r),
on aura
m' = p' +hp, m' = q¢'+ kg, m=r +Ir,

h, k, | étant des enliers inconnus; il en résulte
T =.qrap' + rpﬂ§’+pq-fr' + (ha + kB + ly)pgr (mod. m),
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ou plus simplement

z = plqra+q'rpf +r'pgy (mod. m).
On obtient aisément cette valeur de x en remarquant que si I'on

pose
f=a, =0, {=0, (mod. p),
£=0, n =8, =0, (mod. g),
£E=0, 7 =0, =y, (mod. r),

ona
r=E+n+¢ (mod. m).

Or, on trouve immédiatement

§=pigra (mod. m),

et de méme les valeurs de » et §.
I1 est & peine utile de faire observer que rien ne serait changé a la

méthode si au lieu de trois nombres p, ¢, r il y en avaitl un plus
grand nombre.

40. Revenons & 1'étude des nombres associés dans le cas d’un module
composé; nous avons dit que a et a' sont associés lorsque l'on a
aa' =1 (mod. m).
Les nombres qui sont premiers avec le module sont les seuls qui
possédent des associés; deux nombres associés sont égaux si en
désignant par a leur valeur commune, on a la congruence
at =1 (mod. m).
Si cette congruence admet la racine a, elle admet la racine m—a
et ces deux racines sont distinctes, car si elles ne I'étaient pas leur
produit serait congru & 4; or on a
am—a)= —a*= —1 (mod. m)
et nous supposons m supérieur & 2.
On conclut trés facilement de ce qui précéde que si I'on désigne
par ¢(m) le nombre des racines de la congruence
=1 (mod. m),
etpar P le produit de tous les nombres premiers avec m et non
supérieurs & m, on a
P = (—1)i¥m (mod. m).
Cette égalité constitue le théoréme de Wilson généralisé. On peut
chercher directement 1'expression de ¢(m) (voira ce sujet : SERRET,
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Algébre supérieure, § 292); nous déduirons sa valeur de la théorie
générale des congruences binomes qui sera faite plus loin. Nous
verrons que I'on a
' Y(m) = 2++,
u étant le nombre des facteurs premiers impairs distincts de m, et y
étant égal A zéro si m n'est pas divisible par 4, & un si m est divisible
par 4 et non par 8, & deux si m est divisible par 8.
11 en résulte que Fon a

P=—1 (mod. m)
lorsque. m est égal & une puissance d’'un nombre premier impair, égal
au double d'une telle puissance ou dgal a 4, et au contraire

P=41 (mod. m)
dans tous les autres cas.

On voit que les nombres inférieurs @ m el premiers avec m jouent
dans cet énoncé le méme réle que les nombres inférieurs au module,
dans le cas du module premier. On peut aller plus loin dans cet
ordre d'idées et remarquer que 'ensemble de ces nombres jouit de
certaines propriétés du systéme complet des restes dans le cas du
module premier.

Par exemple, si on multiplie tous les nombres de cet ensemble
par un nombre a premier avec m (c'est-a-dire appartenant aussi
4 cet ensemble), on obtient comme produits des nombres tous
incongrus et de plus premiers avec m. Ce sont donc, dans un
certain ordre, les nombres de I'ensemble considéré. On voit que
ces raisonnements sont tout pareils & ceux par lesquels on établit
le théoréme de Fermat ; en continuant 4 raisonner d'une maniére
analogue, on établit sans peine la formule

avlm) = { (mod. m),

dans laquelle a désigne un nombre quelconque premier avec m et
¢(m) le nombre des nombres premiers avec m et non supérieurs a m.
La propriété exprimée par cette formule est ce qu'on appelle le
théoréme de Fermat généralisé. 11 est, de méme que le théoréme de
Wilson généralisé, beaucoup moins intéressant et moins important
que la proposition simple. Il ne fournit pas, en effet, de congruence
qui soit vérifiée pour toute valeur de la variable, sans étre une
identité, tandis que nous verrons que c'est, au fond, ce qui con-
stitue I'importance considérable du théoréme de Fermat. Celui-ci
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est réellement dans la nature des choses et, dans les chapitres qui
vont suivre, il s'en présentera, incidemment, plusieurs démonstra-
tions nouvelles.

III. — La fonction ¢(m).

44. Nous avons néanmoins tenu & parler du théoréme de Fermat
généralisé, qui a d’ailleurs une certaine importance dans la théorie
générale des congruences binomes, car il nous donne le premier
exemple de l'introduction dans une formule d’'une fonction arith-
métique trés importante, la fonction ¢(m).

Lorsque m est plus grand que 4, on peut dire que ¢(m) est le
nombre des nombres premiers & m et plus petits que lui; c'est pour

ouvoir supposer
d * ?(1) =1,
que I'on dit « non supérieurs & m ».

La fonction ¢(m) va nous arréter quelque temps, et les considé-
rations antérieures nous en fourniront les propriétés essentielles.

La plus simple est exprimée par 1'égalité

o(ab) = s(a) X 2(b),
ou a, b sont deux entiers positifs premiers entre eux, égalité que
nous allons établir.

Elle est évidente si I'un des nombres a, 6 est égal A un; nous
supposerons donc les deux nombres plus grands que un. Des
lors si 'on considére un nombre entier positif premier & ab et plus
petit que ab, on pourra le mettre sous la forme ar—y, en dési-
gnant par  le quotient de sa division par a et par y le reste de
ces deux nombres, x est inférieur & b, y est inférieur & a et pre-
mier avec a. Inversement, si x estinférieur a4 b et y inférieur 3 a
et premier avec @, axr +y est inféricur & ab et premier & a. Le
nombre y peut prendre ¢(a) valeurs; considérons I'une d'elles et
voyons combien elle fournit pour ax—+ y de valeurs premiéres
A b et par suite & ab; si on donne dans ez +y les valeurs
0,1, 2 ...,6—1 & =z on obtiendra un systétme complet de
nombres incongrus (mod. &) ; parmi ces derniersnombres, il y a ¢(b)
nombres premiers 4 b; parmi les nombres que l'on déduit de
ar +y en remplagant x par 0,1,2,..., h—1, il y aura
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donc aussi 9(b) nombres premiers & ab; on voit qu'il y aura
9(a) X ¢(6) nombres premiers & ab et inférieurs & ab; I'égalité est
démontrée. '
On reconnait de suite que si m est une puissance p* d'un nombre
premier p, on a
o(m) = p=i(p—1) = m(1 — 2);

il en résulte que si 1'on suppose m décomposé en ses facteurs pre-

miers,
m = p*¢*r.....,
on aura

ofm) = s(p)s(@)olr) .. = m(1— ) (1= 3) (1= 7) -

r

Une autre propriété capitale de la fonction ¢ va résulter encore
du méme genre de considérations. Si I'on envisage la suite

0, a,2a, ...,
et la suite des restes minima que I'on obtient en en divisant les
. ) m
termes par m, la période des restes comprend m termes ou — termes
o
suivant que m est premier & a ou admet avec a le plus grand com-
mun diviseur 8. Ce nombre de termes est dans tous les cas un divi-
seur de m.

Inversement, si d est un diviseur de m, il existe des nombres a

tels que la période des restes ait d termes; il faut et il suffit en
m

79

soient premiers

effet que le plus grand commun diviseur de a et de m soit & =

m

d
e ad . .

entre eux, c'est-a-dire encore que d et . soient premiers entre eux ;

c'est-a-dire que les quotients de m et de a par

ondevradonc, pourcela, prendre a de la forme ;:—k, k étant premier
ad.
Prenons successivement pour a les valeurs 0,1,2, .. , m—1;

la valeur O fournira des restes tous nuls, c'est d’ailleurs la seule
dans ce cas; la période des restes ne comprendra qu'un terme. Les
nombres qui fourniront une période de d termes seront de la forme
m m

7 k, k étant premier 4 d et inférieur & d, afin que ) k soit inférieur
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a m, il y en aura ¢(d); les nombres qui fourniront une période
de m restes seront les nombres inférieurs & m et premiers i m.

En résumsé, on a

m =14+ ¢(d) + ¢(d)+ ... + ¢(m),
en désignant par d, d', ... les diviseurs de m autres que un et m, ou
m = Z¢(d),

en supposant que d représente successivement tous les diviseurs de m,
y compris m et un.

42. On n'aurait aucune peine a vérifier cetle égalité, au moyen de
I'expression connue des diviseurs d d'un nombre m décomposé en
ses facteurs premiers et de l'expression trouvée antérieurement
pour ¢(m). Tout au contraire, nous voulons déduire de cette for-
mule l'expression de o(m), par une méthode assurément plus
longue et plus difficile, mais qui comporte 1’établissement d'une
formule importante.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant. Parmi les diviseurs
d'un nombre m plus grand que un, ne considérons que ceux dont
les facteurs premiers sont tous différents: le nombre de ceux qui
contiennent un nombre impair de facteurs premiers surpasse d'une
unité le nombre de ceuxr qui contiennent un nombre pair de facteurs
premiers.

Ceci n'est autre chose que cette propriété bien connue : le
nombre des combinaisons formées avec n objets en prenant un nombre
impair de ces objets, surpasse d'une unité le nombre des combinaisons
formées avec les mémes objets en en prenant un nombre pair.

Si done on pose

6 =1,
puis, en supposant que m soit un entier plus grand que 1,
em=0

quand le nombre entier positif m contient au moins un facteur pre-
mier élevé & une puissance plus grande que un, et enfin

em = (— 1)
quand m ne contient que des facteurs premiers différents, en nombre

égal & n, on aura
Zed == 0’
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la sommation étant étendue & tous les diviseurs d d'un nombre
quelconque plus grand que un, y compris ce nombre et 'unité (*).

Observons en passant, avec Kronecker, que cette égalité contient
une démonstration de la formule d'Euler

! 1

3= H(i—?) =1,

n=1 (»

ol, dans le produit infini, p doit prendre les valeurs de tous les
nombres premiers autres que 1, et ol z est un nombre quelconque
réel ou imaginaire dont la partie réelle est toutefois plus grande
que un, afin que la série et le produit infini soient absolument con-
vergents. En effet, en développant le produit infini, on trouve évi-
demment

(-5 -2
(») p m=t
et d’ailleurs le produit des deux géries
n—w i mzwem
tm
> n* > m > (mn)*
n=—1 m=1 nmn
est égal & un, car si a est un entier quelconque plus grand que un,
le terme % y figurera avec un coefficient égal & 1a somme ¢, éten-

due & tous les diviseurs du nombre a.

43. Considérons maintenant un nombre entier positif quel-
conque m, désignons par f(x) une fonction numérique définie pour
toutes les valeurs entiéres et positives de z, et définissons la fonc-
tion numérique F(m) par la formule

(1) F(m) = Zf(d),
ol, dans le second membre, la sommation est étendue a tous les

diviseurs d de m, y compris m et 'unité.
Nous allons démontrer que I'on a inversement

(*) En effet l'unité n'intervient pas au nombre des diviseurs de m dans le
lemme énoncé plus haut, car elle ne renferme aucun facteur premier; en con-
venant de considérer I'unité comme renfermant zéro facteur premier, c'est-a-dire
un nombre pair, on remplacerait dans I'énoncé du lemme : surpasse d’une unité
par : est égal a.
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@ fim) = =8();

si I'on remplace en effet F(T) par sa définition, dans le second

Zeg[Zf(d)],
ou le second signe X se rapporte a tous les diviseurs d' de %; si

I'on réduit les termes semblables, on voit que f(d) sera multiplié
par g, ou la sommation s'étend 4 tous les diviseurs 3 de m tels que

membre, il deviendra

'% soit divisible par d', ou que ;ﬁ soit divisible par 8, c'est-a-dire a

tous les diviseurs de—‘? ; on aura donc ¢ =0 si d' n'est pas

égal Am, Xe, =16 =1 sid estégal am. On a donc bien
e Zf(d)] = f(m).

Réciproquement, sila fonction numérique f(m) est définie par
I'égalité (2), la fonction F(m) satisfera & 1'égalité (1); la démons-
tration est la méme.

Si l'on se reporte 4 la définition du symbole e, et si I'on suppose
que le nombre m soit décomposé en ses facteurs premiers,

m = pgPrr. . .. W,
P ¢, 7, ..., u étant différents, on voit que 1'égalité

) ) F(m) = = f(d)
équivaut A la suivante :

ftm) = F(m)— sF(Z )+2F(pﬂq)—sp<p_';.r)+
ou EF(%) est mis pour la somme F ) ( ) (?)+,

}:F(—"i) pour la somme F(ﬂ) +F(E) F(m> + -, etc.
rq Prq qr

\ pr
En particulier 1'égalité
m = Z¢(d)
équivaut a celle-ci :
o(m) =m—3— g LU L
r P9 pqr
= m(l—i)(i—i)(i—f\)...,
) . r q r
et I'on voit que l'égalité
m = X¢(d)

définit entiérement la fonction numérigue o(m).
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Observons encore, relativement a la formule

(m)=m—2 +2——2— oo
P pqr
qu'elle exprime simplement ce fait évident que, si I'on supprime des

nombres 4,2, ..., m les nombres qui ont un diviseur commun
avec m, il ne restera que les nombres premiers i m.

Imaginons en effet les nombres 4, 2, ..., m écrits dans un ta-
bleaun

(1) +1,+2,...,+m
ettous affectés du signe —+; adjoignons & ce tableau celui des nombres

m
—-p, —2p, —3p, ...., —;p,
(2)

................

dont chaque ligne est obtenue en plagant le signe — devant un des
multiples de I'un des nombres p, ¢, r, ... qui sont au plus égaux
a4 m ; adjoignons-y encore le tableau

m
-+ pg, +2pq, +3pg, ...., +~—pgq,
(3) rq

..................

dont chaque ligne est obtenue en mettant le signe 4+ devant un
multiple de I'un des produits différents obtenus en prenant deux des
nombres p, ¢, r, ..., multiple qui doit étre au plus égal a m;
adjoignons-y encore le tableau

— pgr, —2pgr, —3pgr, ..., ——pgr,
" pqr, —2pgr, — 3pg pqrpq

— pgs, —2pqs, — 3pgs, ...., —IWSM'

...................

et ainsi de sulte en altemant les slgnes a chaque tableau, jusqu'a ce
qu’on ait épuisé toutes les combinaisons une 4 une, deux a deux, ...,
ndn des n lettres p, g, 7, ..., u. Dans le tableau final (T) les
nombres premiers & m ne figureront qu'une fois, dans (1), avec le
signe + ; considérons maintenant un nombre A non premier avec
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m, et non supérieur & m, qui ait avec m exactement £ facteurs
premiers distincts communs, savoir p, ¢, 7, ..., ¢t : A figurera une
fois dans (1) avec le signe —+; il figurera dans les p lignes de (2),
a savoir les lignes qui contiennent les multiples de p, de ¢, ..., ou
de t; A figurera C} fois dans (3), 4 savoir dans les lignes qui con-
tiennent les multiples du produit de deux des nombres p, ¢, ..., ¢;
etc... En résumé, si dansle tableau final, on réduisait les termes
semblables comme dans une addition, A figurerait avec le coeffi-
cient
1 —-Ci+CG—Ci+...=0.

Il suffit maintenant d’observer que les tableaux partiels (1), (2),
(3), ... contiennent respectivement m, E ) qu ) termes

pour obtenir ’expression développée de o (m).

44. Cette démonstration nous a appris quelque chose de nou-
veau, en nous montrant comment on peut constituer l'ensemble des
nombres 1,2, .. , m qui ont un diviseur commun avec m ; nous
allons 'appliquer immédiatement, ainsi que le théoréme du para-
graphe précédent, & I'équation binome

™ — 1 =0,

en conservant les mémes notations pour le nombre m supposé dé-
composé en ses facteurs premiers.

En posant i
Ty=e™,
ona
k=m
m—1= H(a:—a:k);
k=1
et en observant que I'on a, par exemple,
=0
v m
I (= — z) = &* —1,
=1

la démonstration précédente montre clairement que I'expression

1 () | (N
1 () | (=

Op(z) = (2™ — 1)
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ol H( ZP— l) estle produitdes facteurs z* —14, z?—1{, ...,
{ m m m
ou szi‘_@-— i) est le produit des facteurs T — 1, g — 1, ..,
etc..., n'est autre chose que le produit des facteurs * — xx pour
lesquels & est premier & m.
Si I'on pose maintenant
F(m) = log (2" — 1),

f(m) = log 6(z),

fim) = BeF (E)

la sommation étant étendue & tous les diviseurs de d et le symbole
¢4 ayant le sens déja défini; on en conclut

F(m) = 3 /(d)

on aura

et par suite
o —1 = [Je(=),

chacun des facteurs 04(x) ne contenant plus que les facleurs premiers
relatifs aux racines primitives de 'équation z¢ — 1.
On a par exemple
T80 — 4 = Ogy 0y By 0,5 0,5 0,4 65 00, 0,0,0, ;
en posant
060 — z‘“+.r"—a;‘°—.r'—z‘+.r’+i,
by =2+ 2" — 2" — 2 — 2P+ +1,
0 =2 — 2"+ 2t — a1,
Oy =2 — 2"+ — 2t 4+ -+,
0 = 2* — 2?41,
0, =2 — 242! — 41,

0, =2 —zx+41,

0 =+ +a + 1,
0, = x*+1,

0, = 2?4z +1,

0, = 2+ 1,
0, =z — 1.




CHAPITRE 11

DES CONGRUENCES DE MODULE PREMIER

I. — Divisibilité suivant un module premier.

18. Nous allons aborder maintenant la théorie générale des con-
gruences, en insistant tout particuliérement sur le cas du module
premier. Nous avons vu en effet qu'on pouvait, en pratique, ramener
tous les cas & celui-la; ce n'est d’ailleurs pas une raison suffisante
pour écarter complétement I'étude théorique du cas général, car,
lorsqu'on résout un probléme en le décomposant en d’autres pro-
blémes plus aisés & aborder, la vraie nature de la solution échappe
souvent. Mais, en fait, dans ce qu’on peut appeler la théorie générale
des congruences, par analogie avec ce qu'on nomme théorie générale
des équations, I’étude des modules premiers est de beaucoup la plus
intéressante, précisément parce que l'analogie avec la théorie des
équations y est trés grande. Un exemple fort simple le fera bien
comprendre et en méme temps fera pressentir les difficultés qu'on
rencontrerait dans une étude du cas des modules composés.

Considérons la congruence

(z—1)(x—3)=0 (mod. 7).
D’aprés une remarque déja faite, le produit (x —1)(x—'3) ne
peut &tre nul (mod. 7) que siI'un de sesfacteurs est nul(mod. 7) [nous
disons, pour abréger le langage et surtout pour le rendre plus
expressif : nul (mod.7), au lieu de : congru a zéro suivant le module 7
ou divisible par 7]. La congruence proposée a donc seulement deux
racines, qui sont
r=1 (mod. 7),
T = (mod. 7).
Considérons maintenant la congruence
(x—1)(x—3)=0 (mod. 12).
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On vérifie sans peine qu’elle admet les quatre racines

f =1

=3
(mod. 12).

=1

x=9

De méme, la congruence
(z—1)(z—4)=0 (mod. 9)
admet les trois racines

=1
r=4 (mod. 9).
r=1

On voit que, dans le cas du module premier, 'analogie de la
congruence considérée avec une équation du second degré ayant ses
deux racines réelles, est aussi parfaite que possible ; il en est tout
autrement dans le cas du module composé. Aussi, allons-nous nous
occuper exclusivement des modules premiers.

16. L'exemple que nous venons de donner, et aussi I’analogie
pressentie et cherchée avec la théorie des équations, conduisent a
penser que la théorie générale des congruences a pour base une
théorie de la divisibilité analogue & celle qui est faite en Algébre
pour les polynomes. C'est en effet d'une étude de la divisibilité,
faite au point de vue spécial des congruences, que nous allons nous
occuper tout d’abord ; c'est ce que nous appellerons la théorie de la
divisibilité suivant un module premier.

Si 'on voulait faire une théorie de la divisibilité des nombres
entiers par rapport & un module premier p, elle serait tout de suite
terminée : tout d’abord, si I'on traite les nombres congrus (mod. p)
comme égaux, il n’y a plus qu'un nombre fini de nombres distincts,
a savoirlesnombres 0, 1, 2, ..., p —1. Le théoréme : un produit
de deux facteurs ne peut étre nul (mod. p), c'est-a-dire divisible
par p, que si l'un des facteurs est nul (mod. p) subsiste, ainsi que
ses conséquences; mais tout nombre doit étre regardé comme
divisible (mod. p) par un nombre quelconque non nul (mod. p),
puisque si a n'est pas nul (mod. p), la congruence

ax =16 (mod. p)
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admet une solution, en sorte qu'il n’y a rien de pareil aux nombres
premiers.

Les nombres distincts et différents de 0 (mod. p), c'est-a-
dire les nombres 1, 2, ..., p—1 forment un groupe fini,
c'est-a-dire que le produit de deux quelconques d'entre eux est
congru 3 un de ces nombres (mod. p), et c'est & cette proposition
jointe a ce fait qu'un produit de deux facteurs ne peut étre nul que
si I'un des facteurs est nul, que se rattache la démonstration du
théoréme de Fermat.

Au contraire la théorie de 1a divisibilité des polynomes par rapport
4 un module premier p va nous fournir les analogues des théories
du plus grand commun diviseur, des nombres premiers, ete...

Rappelons que, sauf indication expresse du contraire, tous
les polynomes considérés sont & coefficients entiers. Comme nous
I'avons déja expliqué, nous dirons qu’un polynome f(x) est identi-
quement nul (mod. p) lorsque tous ses coefficients sont divisibles
par p; et qu'un polynome f(z) admet la racine z =z (mod.p)
si f(2) est nul (mod. p), c’est-a-dire est divisible par p.

La proposition fondamentale qu’un produit de deux nombres ne
peut étre nul (mod. p) que si un des facteurs est nul s'étend sans
peine aux polynomes : Le produit de deuz polynomes f(x) et g(x) ne
peut étre identiquement nul (mod. p) que si un des facteurs est identi-
quement nul (mod. p).

En effet, si f et g ne sont pas identiquement nuls (mod. p), or-
donnons-les par rapport aux puissances décroissantes de z et
désignons par F et G les premiers coefficients qui ne soient pas
nuls (mod. p);le terme du degré le plus élevé dans le produit, aprés
suppression des termes A coefficient nul (mod. p), aura un coeffi-
cient congru & FG (mod. p) et par suitc non nul (mod. p). Le pro-
duit n'est donc pas identiquement nul (mod. p).

Si nous convenons, comme il est naturel, de ne pas tenir compte,
en évaluant le degré d'un polynome, des termes dont les coeflicients
sont nuls (mod. p), nous voyons que si I'on-a

f(z) 9(z) = ¢ () (mod. p),
le degréde ¢(x) est égal & la somme des degrés de f et de g. Nous
dirons que ¢(x) est divisible par f(z) (mod. p); g(x) est le quotient
(mod. p) de ¢(z) par f(x).

Comme dans la suite de ce chapitre il sera presque exclusivement
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question de polynomes nuls (mod. p) ou divisibles I'un par I'autre
(mod. p), etc., nous sous-entendrons souvent l'indication « (mod. p) ».
Les détails dans lesquels nous sommes entrés jusqu'ici rendront
sans doute toute confusion impossible. Ainsi lorsque nous dirons
simplement que f(x) est divisible par ¢(z), il faudra sous-entendre :
(mod. p); lorsque nous voudrons dire que f(z) est divisible par
¢(z), au sens ordinaire de I'algébre, nous emploierons I'expression :
« algébriquement divisible ».

Cela posé, nous allons montrer tout d’abord que, étapt donnés deux
polynomes f(x) et ¢(2), et le degréde ¢ étant inférieur au degré de f,
on peut toujours déterminer des polynomes Q(z) et R(z) tels que
I'on ait

f(z) = ¢ (z) Q(=) + R(z),
le degré de R(x) étant inférieur a celui de ¢(x). On suppose, bien
entendu, que ¢(z) n'est pas identiquement nul.

I1 est clair que si le coefficient du terme de degré le plus élevé
dans ¢(z) est égal & I'unité, il suffit d’effectuer la division algébrigue
~ de f(x) par ¢(z) pour obtenir un résultat de cette forme. En effet,
d’aprés la régle de la division, on n'aura jamais 4 écrire que des
nombres entiers.

Il est facile de ramener & ce cas particulier celui ol le premier
coefficient de ¢(z) a une valeur quelconque a (non nulle). Soit a'
Passocié de a; a'p(x) sera congru & un polynome w(z) dans le-
quel le premier coefficient sera égal i l'unité. Divisons f(x) par

=»(z); nous aurons
f(z) = o(z) 8(2) + T(z),

f(z) = ¢(®).a'S(x)+ T(x).
On peut d'ailleurs procéder différemment; il suffit de multiplier
f(z) ou chaque dividende particl par un nombre tel que la division

soit possible sans introduire de fraction ; on obtient ainsi une égalité
de la forme

d'ou

Af(z) = ¢(z).S(x) + T(x),
et si nous désignons par A’ 'associé de A, nous aurons
f(z) = ¢ (x).A'S(z) + A'T ().
Enfin, il est clair qu'on peut également effectuer la division algé-
briquement, sans s'inquiéter des nombres fractionnaires, et dans le
résultat final, considérer ces nombres fractionnaires comme des

THEORIE DES NOMBRES. 3
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symboles et les remplacer par les nombres entiers équivalents,
ainsi que nous l'avons expliqué dans la théorie des congruences du
premier degré. Ce procéds serait surtout avantageux si 'on avail a
effectuer une méme division suivant plusieurs modules différents.
Par exemple, on a algébriquement
/ i
ot = (2:—1)(2:*+x+§) +;.

Donc en remarquant que I'on a

Il
(=]

(mod. 3),

NO| == DOl W

[l

2 (mod. 3),

on en conclut
2+ 1= (22 —1)(22* +x+2) (mod. 3).

De méme, en tenant compte des congruences

i

5 (mod. 7),

il

4 (mod. 7),

Ol == MOl OO

on aurait .
it +1=2r—1)2r+x+4)+8  (mod. 7).

17. Le théoréme fondamental sur lequel repose, comme en
algébre, toute la théorie du plus grand commun diviseur est le sui-
vant :

Lorsqu'on a mis, comme il vient d’étre expliqué, f(x) sous la forme

f(z) = ¢ (z) Q(=) + R(z),
les diviseurs communs & f et & ¢ sont les mémes que les diviseurs com-
munsd o el a R.

La démonstration s’appuie de méme qu’en algébre sur des théo-
rémes élémentaires qu'on peut résumer ainsi : le polynome ¢ (z)
divisant f(x) et g(x) divise aussi Af-+Bg, A et B étant deux nom-
bres ou polynomes quelconques. 11 semble inutile de s'attarder plus
longuement sur ces éléments ; contentons-nous d'énoncer les pro-
positions essenticlles, en indiquant seulement les différences des
démonstrations avec celles que ’on donne en algébre.

Il résulte clairement du théoréme fondamental que pour que f(x)
soit divisible par o(z), il faut et il suffit que R(z) soit identique-~
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ment nul ; car R(z) est de degré inférieur & celui de ¢. (On aurait
pu aussi déduire ce résultat de la théorie algébrique de la division).

On voit également qu'il existe ici un algorithme du plus grand
commun diviseur, en tous points semblable 4 celui qui est connu
en algeébre et en arithmétique élémentaire. Les diviseurs communs
a deux polynomes sont aussi tous les diviseurs de leur plus grand
commun diviseur.

Enfin il résulte également de la suite méme des opérations qu'on
exécute que si des polynomes f et g de degrés m et n ont un plus
grand commun diviseur D de degré u, il existe des polynomes f;
et g, dontles degrésrespectifs sont inférieursd m —p et n—p
et tels que I'on ait

fos+gfi =D.
En particulier si D est une constante, c'est-a-dire si les polynomes
sont premiers entre eux, il existe des polynomes f; et g, de degrés
au plus égaura m —1 et n—1 et tels que l'on ait

rgi + gfi = lv
comme on le voit en multipliant les deux membres de l1a congruence
précédente par I'associé de D. )

Les propriétés du plus grand commun diviseur permettent de
démontrer comme en arithmétique ou en algébre toutes les propo-
sitions relatives & la divisibilité ; par exemple : on ne change pas le
plus grand commun diviseur de deux polynomes, en multipliant l'un
d’eux par un polynome premier avec l'autre, et en particulier : si un
polynome divise un produit de deur facteurs et est premier avec l'un
d’euzx, il divise Pautre. Signalons encore ce théoréme trés important :
si un polynome est divisible par plusieurs autres premiers entre eux
deux a deux, il est divisible par leur produit. -

Pour compléter I'analogie de cette théorie avec celle de la divisi-
bilité des nombres entiers, il nous reste a introduire la notion qui
correspond & celle de nombre premier, c'est-a-dire de nombre n'ad-
mettant pas d'autres diviseurs que lui-méme et I'unité. Nous appel-
lerons polynome irréductible™”) un polynome quin’admet que desdivi-
scurs d'un degré égal au sien ou de degré¢ zéro, c'est-i-dire qui ne

(*) 1l s’agit, bien entendu, de l'irréductibilité suivant le module p par rapport
auquel on considére les congruences ; nous supprimons les mots (mod. p), comme
on ['a expliqué au § 16.
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peut pas étre décomposé en un produit de deux facteurs polynomes.
11 est sir que les polynomes du premier degré satisfont & cette défi-
nition; mais il est facile de constater qu'ils ne sont pas les seuls.
Considérons par exemple le polynome z*®— 2 (mod. 7). 11 est
clair que, si ce polynome n'est pas irréductible, il admet au moins
un diviseur du premier degré. Or, si I'on avait

z* — 2 =(ax + b)(az® + Bz 4 7Y),

on pourrait poser, a n'étant certainement pas nul (mod. 7),
Ty = — g (mod. 7),
et il en résulterait
$—2=0 (mod. 7).
Or on voit aisément que z} — 2 ne peut pas étre divisible par 7,
quelque valeur entiére que 'on donne a z,. Il suffit pour s’en con-
vaincre, de chercher, par la méthode de titonnements dont il a été

déja question, les racines de la congruence
®—2=0 (mod. 7).

On constate qu’elle n’en a pas. Le polynome donné est donc irré-
ductible (mod. 7).

II. — Polynomes irréductibles.

48. La propriété caractéristique des polynomes irréductibles est
la méme que celle des nombres premiers : Si f est un polynome
irréductible et F un polynome quelconque, ou f divise F, ou f est
premier uvec F. On en conclut qu'un polynome irréductible ne
peut diviser un produit de fucteurs que s'il divise au moins l'un des
facteurs, ce qui permet d'énoncer la condition pour que deux produits
de facteurs irréductibles soient divisibles 1'un par 1'autre et de mon-
trer qu'un polynome ne peut étre décomposé que d’une seule maniére en
produit de facteurs irréductibles. (Nous faisons, bien entendu, abs-
traction des facteurs numériques).

Il est facile de se rendre compte, au moins théoriquement, de
quelle maniére on peut effectuer cette décomposition. Il y a p po-
lynomes irréductibles distincts du premier degré: =z, z-1,
z+2, .., ¢+p-—1: oncherchera d’abord sile polynome pro-
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posé est divisible par I'un d’eux et on effectuera la division, si
elle est possible ; on opérera de méme sur le quotient et on conti-
nuera ainsi jusqu'a ce qu'on arrive & un quotient qui ne soit plus
divisible par aucun des polynomes irréductibles du premier degré ;
on aura mis ainsi le polynome donné f(x) sous la forme
f(z) =(z+ o)z + a) ... (z+a) fi(z),

fi(z) n'admettant plus que des facteurs irréductibles d'un degré su-
périeur aupremier.

On pourrait diviser successivement fi(x) par tous les polynomes
irréductibles du second degré, puis du troisiéme, etc., mais ce pro-
cédé exige que 1'on connaisse ces polynomes. Si on ne les connait
pas, on divisera fy(z) par les p* polynomes distincts du second
degré, sans se préoccuper s'ils sont ou non irréductibles ; si fi(z)
est divisible par I'un d'eux, celui-la est certainement irréduc-
tible, car sinon il admettrait un diviseur du premier degré, lequel
diviserait fi(z), ce quiest contraire a I'hypothése. (Ces p* polynomes
distincts du second degré s’obtiennent en donnant séparémenta « et
B, dansl'expression z?+ax—+ @, p valeursformant un systéme com-
plet de nombres incongrus). On passera de méme aux diviseurs du
troisi¢éme degré aprés avoir épuisé ceux du second, et ainsi de suite
jusqu’a ce que I'on arrive & un polynome ¢(z), de degré k, qui ne
soit divisible par aucun polynome de degré inférieur ou égal &

ce polynome g(x) sera nécessairement irréductible.

On peut d’ailleurs montrer que le nombre des polynomes irré-
ductibles est illimité par un raisonnement tout  fait pareil & celui
par lequel on démontre que la suite des nombres premiers est illi-
mitée. Comme le nombre des polynomes distincts de chaque degré
est limité, on en conclut qu'il existe des polynomes irréductibles
dont le degré dépasse tout nombre donné i 'avance. Nous démon-
trerons plus loin qu'il existe des polynomes irréductibles de tousles
degrés.

é?

19. Ces résultats étant acquis, nous pouvons aborder 1'étude des
congruences en général. Sinous cherchons 4 continuer I'analogie de
cette théorie avec I'algébre, la proposition suivante s'offre d'abord
4 nous : Pour qu'une congruence

f)=0 (mod. p)
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admette la racine == a, il faut et il suffit que son premier mem-
bre soit divisible par x — a.
En effet, on a, algébriquement,

f(z) = (z — a) Q(z) + [ (a).
f(z)=(r — a)Q(z)+/(a) (mod. p),

formule qui pouvait d'ailleurs étre établie directement et d’ou 1'on
déduit le théoréme énoncé. Il résulte de 14 qu'une congruence irréduc-
tible (c'est-a-dire dont le premier membre estun polynome irréduc-
tible dont le degré dépasse 1'unitlé) n'a pas de racines (*).

En général on peut dire que : le nombre des racines d’une congruence
est égal au nombre des facteurs irréductibles du premier degré de son
premier membre (on tient compte, bien entendu, des facteurs multiples
en attribuant aux racines correspondantes un degré de multiplicité).

Une congruence ne peut donc avoir plus de racines qu'il n'y a
d’'unités dans son degré. Par exemple, la congruence

Donc on a

] ) 2*+2r' —3=0 (mod. 7)
a {rois racines; car on a
4+ 2 — 3= (x— 1)}z —3) (mod. 7);
au contraire la congruence
43+ —2=0 (mod. 7)

a une seule racine, caron a
B+ +r —2=(22+1)(z — 2) (mod. 7)
et le binome 2*+1 est irréductible (mod. 7).

On voit I'importance qu'il y aurait 3 connaitre une méthode directe
permettant de trouver sans titonnements les facteurs irréductibles
du premier degré d'un polynome donné. Nous supposerons que tous
ces facteurs du premier degré sont simples ; on verrait en effet facile-
ment qu'on peut transporter ici sans modificationla méthode dite « des
racineségales ». On voitimmédiatement, en effet que lorsque deux po-
lynomes sont congrus, il en est de méme de leurs dérivées d’ordre
quelconque, et I'on peut de plus ajouter que cette proposition sub-

(*) I semble, au premier abord, qu'il y ait la une différence trés profonde avec
T'algebre ; il ne faut pas trop s'en étonner ; nous n'avons en effet encore rien intro-
duit qui corresponde & la notion des nombres algébrigues; nous verrons plus loin
qu'en réalité, il y aici avec I'algébre une différence moins grande qu'il ne parait
tout d'abord.




CONGRUENCES DE MODULE PREMIER 39

siste, si on remplace les dérivées d’ordre & par leur quotient par k!
It suffit, en effet, de remarquer que ,—*,‘(—:f) est par définition le coef-
ficient de A* dans le développement de . [(x—+ k) suivant les puis-
sances croissantes de h (°).

Considérons donc un polynome f(x) n'ayant que des facteurs
simples du premier degré; il est clair que le produit de ces facteurs
est le plus grand commun diviseur du polynome proposé et du
polynome

e(x) =z(z+1)(x+2) ... (x+p—1).
Si nous posons

o(x) = 2+ A + Asz? 2+ .. 4 A2,
et par suite,

?(r+|)=1”+¥:t?-'+...+ p(p—‘)"k'(,”_"‘“)zp—k_,_ ______ + Li’ ol
— —k 1
+A’1"""+ +Al(p l()k' ;(7)1 ,.+l)-'t"_k+ ...... +Atp'T-T+A1

+ Ap @' +Ap 1 22+A,
+A, z+A,,,
nous aurons, en écrivant I’identité

zo(z+1) = (z+ p)e(z),
les relations
p—i, pe—)

A:+PA1 =A:+'T' 3

A .P—2, (p—N)(p-2),  p—1) (-2
A;—'—pA,—A;‘*‘TAg‘*‘ 1.9 A|+ 123

]

PAr i = A+ Apa+ ... +A+ A+,

(*) Une petite difficulté se présente dans la méthode des racines égales lorsque,
les exposants de tous les termes d'un polynome f(z) étant des multiples de p,
/'(x) est identiquement nul (mod. p). On voit facilement (ue dans ce cas, on
doit supprimer les facteurs p introduits par la dérivation ; si tous les exposants

dans f(x) sont divisibles par p2, on considérera -,%['(x) au lieu de ['(x).
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qui permettraient de calculer de proche en proche les coeflicients A.
Au lieu de faire ce calcul, nous remarquerons que l'expression

plp—14(p—2) ... (p—k+1)
k!
qui, comme on le sait, est un nombre entier, est divisible par p
lorsque p est un nombre premier; en effet, £ étant inférieur a p,
le facteur premier p entre une fois en facteur au numérateur
et n'entre pas au dénominateur. Il résulte alors de nos équations

Y

! A’ = 0
\ Ag = 0,
) e (mod. p),
Ap_’ = 0,
Ap—l _ i!
et par suite
o(r)=xf —x (mod. p).

Nous aurions pu facilement prévoir ce résultat; en effet, d’aprés
le théoréme de Fermat, la congruence

P — =0
admet les p racines distinctes 0,1,2,...,p—1, ou 0, —1,
—2,...,—p—+1; onadonc

—r=(r+p—1)(zt+p—2)... (z2+2)(x+1)x.

Ce calcul constitue d’ailleurs une nouvelle démonstration du théo-
réme de Fermat, ayant pour base la formule du binome et la re-
marque faite sur ses coefficients. Il existe une démonstration plus
simple fondée sur le méme principe; on a

(a+6)P = ar+b¥ (mod. p),
d'o
(a4b)—(a+b)=a*—a4b*—b (mod. p).
Le théoréme de Fermat est donc vrai pour la somme de deux nom-
bres, lorsqu'il est vrai pour ces deux nombres; comme il est vrai
pour lunité, il est toujours vrai.
La formule identique

(x+1)...(z+p—1)=2r'—1 (mod. p)

conduit également A plusieurs autres conséquencesintéressantes; en
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égalant les termes constants dans les deux membres on obtient
1.2...(p—1)=—1 (mod. p),

c'est-a-dire le théoréme de Wilson. En égalant les coeflicients des
diverses puissances de z on voit que les autres fonctions symé-
triques élémentaires (sommes des produits & & kh; A<<p—1)
des p—1 premiers nombres entiers sont divisibles par p. En se
servant des formules de Newton, qui donnent les sommes des
puissances semblables de plusieurs quantités en fonction de leurs
fonctions symétriques élémentaires, on reconnalt que 1a somme des
mi¢mes puissances des p—1 premiers nombres entiers est divi-
sible par p, 4 moins que m ne soit un multiple de p—1.

Ainsi pour trouver le produit de tous les facteurs du premier
degré d’'un polynome, pris chacun une seule fois, il suffit de cher-
cher le plus grand commun diviseur de ce polynome et de z*?—2z
(ou, si ’on veut, de zP~'—14, en supprimant la racine nulle, ce
qu'on peut toujours faire). Le degré de ce plus grand commun
diviseur est égal au nombre des racines inégales de la congruence
obtenue en égalant ce polynome & zéro.

Comme application, cherchons le nombre des racines de la con-
gruence

™ —D=0 (mod. p),
en supposant que n soit un diviseur de p —1.
Posons p—1 = nd; nous avons

P! — =" —1=(2"—D)(z™* ) +Du"* N 4-... D 22"+-D** )+ D*—1.
Donc 8i I'on a

D=1 (mod. p),
le plus grand commun diviseur est z"—D et la congruence pro-
posée a n racines. Au contraire, si lon n’a pas

D=1 (mod. p),
la congruence proposée n’a aucune racine.

Il convient d’énoncer, & cause de sa grande importance, cette
conséquence évidente des propositions déja démontrées: si une
congruence a autant de racines qu'il y a d’unités dans son degré, il en
est de méme de toute congruence dont le premier membre est un diviseur
du premier membre de la congruence proposée.

Il est aisé de voir que l'analogie de la théorie précédente avec la
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théorie des équations serait compléte si 1'on excluait de cette
dernic¢re le concept de nombre algébrique. Sil'on ne considere, en
effet, que les racines entiéres ou fractionnaires des équations,
chaque équation algébrique entiére a coeflicients entiers a tout
juste autant de racines que son premier membre admet de diviseurs
rationnels du premier degré.

Ce point de vue un peu étroit a été depuis longtemps abandonné
cn algébre ; les recherches de Galois (1831) permettent aussi, dans
la théorie des congruences, de se placer & un point de vue plus
élevé.

III. — Théorie des congruences au point de vue de Galois.

20. Soit d’'une manicre générale f(r) =0 (mod.p)une congruence
dont nous supposons le premier membre irréductible (mod. p)-
Nous supposons donc qu'il n’existe aucune identité de la forme

[(z) = P(z) Qz) + pR(z)
ou les polynomes P, Q, R sont 4 coefficients entiers.

Il n'existe aucun entier qui, mis & la place de x, vérifie la con-
gruence. Galois a été conduit par 12 & introduire dans le calcul de
nouveaux symboles, suivant les mémes régles de calcul que les en-
tiers ordinaires, et vérifiant chacun une congruence de cette nature.
Nous développerons dans une Note la conception de Galois d’une
maniére précise et systématique ; pour le moment, nous observons
que le calcul d'un symbole ¢ pour lequel on a, par définition,

=0 (mod. p)
est au fond identique avec celui d'un entier indéterminé i, si 1'on
convient de négliger les multiples de f{i) : en d'autres termes, c'est
I'étude des polynomes entiers en z et ¢ & coefficients entiers, en
négligeant a la fois les multiples de p et de f{2).

On est amené ainsi & un point de vue auquel Kronecker s'est
constamment placé, en lui donnant d’ailleurs une grande extension;
voici comment, de ce point de vue, se présente la théorie des
imaginaires de Galois. Etant donnés un nombre entier p et un
polynome f(z), on dira que deux polynomes ¢(z), $(z) sont congrus
suivant le systéme de modules p, f (z), et I'on écrira

?(2) = ¢(3) (modd. p, f(z)],
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lorsque la différence ¢(z) — $(z) pourra se mettre sous la forme
Ap + Bf(z), A et B étant des polynomes entiers en z. (Il est & peine
utile de rappeler que tous les polynomes que nous considérons
doivent avoir leurs coefficients entiers.) Cette définition revient &
dire que la différence ¢(z) — ¢(z) est divisible par f(z) suivant le
module p. On voit de suite que, relativement & l'addition et la
multiplication, les congruences suivant un syst¢éme de modules sui-
vent les mémes lois que les égalités ordinaires, ou que les con-
gruences ordinaires relatives & des nombres et & un seul module.

Les congruences qu'on vient de définir sont 1'analogue des con-
gruences entre des nombres ; on peut de méme considérer des con-
gruences [suivant le systéme de modules p, f(z)] qui contiennent
des inconnues. Soit F(z, z) un polynome entieren z et z ; on appel-
lera solution de la congruence

- F(z,2) =0 [modd. p, f(3)],
tout polynome ¢(z) tel que le polynome obtenu en mettant ¢(z)
a la place de # dans F(x, z) soit congru & 0 suivant le systéme de
modules p, f(3), c'est-d-dire divisible par f(z) (mod. p).

Ces définitions admises, et regardant maintenant la lettre i
comme une indéterminée que nous écrirons A la place de z,
p étant un nombre premier, et le polynome f(x) étant supposé ir-
réductible (mod. p), nous appellerons imaginaire de Galois tout
polynome en ¢ ; deux imaginaires de Galois (i), ¢(i) seront dites
égales quand on aura, au sens précédemment défini,

2(6) = ¢ (0) [modd. p, £(i)).
Soit F(x) un polynome en z dont les coefficients peuvent étre
des imaginaires de Galois ; 1a congruence
Flr)=0 [modd. p, f(i)]

admettra la solution ¢(z) si le polynome F([9(i)] est nul [modd. p,
f(3)]; dans ce sens il est clair que la congruence

fl@y=0 [modd. p, £(0)]
admet la solution 2 =1+¢. Lacongruence f(z)=0 est dite fon-
damentale.
D’aprés les hypothéses faites sur le symbole i, nous pourrons a

I'aide de 1'équation
fi)=0 (mod. p)
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ramener toute imaginaire de Galois & la forme

g = @y + a1+ agi? + ... + dp_yi"! (mod. p),
en désignant par n le degré de f(i) et par a, ay, ..., a,y des
nombres entiers que nous pouvons supposer compris entre 0 et
p—1.

Il n'y a donc qu'un nombre limité d'imaginaires distinctes, &
savoir, par exemple, les imaginaires qui se déduisent de I'expression

ag+ai+ .. ~+a, !

en donnant 4 a, a,, ..., 49,4y les valeurs 0,1,2,...,p—1,
ce qui fournit p" imaginaires distinctes [modd. p, f(¢)], dont une
seule est nulle [modd. p, f(3)].

La propriété que posséde un polynome irréductible, de ne
pouvoir diviser un produit de facteurs sans diviser au moins I'un
des facteurs devient, avec les conventions de langage que nous
avons faites : un produit de facteurs réels ou imaginaires ne peut étre
nul que si Pun des facteurs est nul. [Vul signifiant congru a zéro sui-
vant le double module p, f(3)).

Il en résulte que si A et B sont deux imaginaires distinctes, dont
la premiére n'est pas nulle [modd. p, f(i)], et si dans Az B, on
substitue, & la place de z, p" imaginaires distinctes, on aura p*
imaginaires distinctes; il y a donc une imaginaire et une seule
qui satisfait & la congruence

Az+B=0 [modd. p, £(3)],

c'est-a-dire que, suivant le systéme de modules p, f(i), une imagi-
naire quelconque est divisible par une imaginaire quelconque non
nulle.

L'ensemble des imaginaires distinctes et non nulles constitue un
groupe limité, en ce sens que le produit de deux éléments du groupe
est un élément du groupe. En particulier si dans l'expression Az,
ol A n'est pas nul, on met & la place de x tous les éléments de ce
groupe, on reirouve tous les éléments du groupe ; et on obtient,
comme dans la théorie des nombres entiers, le théoréme qu’exprime
la congruence

AV — 1 =0 [modd. p, f(3)];
il en résulte que I'on a, quelle que soit 'imaginaire de Galois A,

A" —A=0 [modd. p, f(2)],
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ce qui revient & dire que, quel que soit le polynome 6(z), le poly-
nome

" (z) —9(x)

est divisible (mod. p) par f(z) pourvu que le polynome de degré
n f(z) soit irréductible (mod. p).

A chaque imaginaire A correspond aussi une imaginaire asso-
cide A’ telle que l'on ait

AN =1 [modd. p, f(i)],

et cette remarque conduit aisément 2 une généralisation du théo-
réme de Wilson.

21. Ceci posé, conservons toujours le méme sens a p et & f(i).

Si ¢ (z) est un polynome entier en x et i, on dira que I'imaginaire
0(i) est une racine de la congruence

9(x)=0 (modd. p, £(:)],
si en remplagant dans ¢ (z), « par 0(i), la congruence est vérifiée.
Un polynome o (z) est identiquement nul [modd. p, f(i)] si tous
ses coefficients sont nuls [modd. p, f(¢)]; deux polynomes entiers
en x et i sont congrus [modd. p, f(i)] si leur différence est iden-
tiquement nulle [modd. p, f(?)].

Le produit de deux polynomes, ¢(z) et ¢(x), entiersen x et i
ne peut étre identiquement nul [modd. p, f(¢)], que si I'un des
polynomes est identiquement nul par rapport au méme systéme de
modules. Il suffit, comme on I'a fait plus haut, dans un théoré¢me
analogue, de considérer le produit des termes de plus haut degré
en z dans les deux polynomes, en négligeant bien entendu les coeffi-
cients qui seraient nuls [modd. p, f(3)]. Etl'on voit que, dans ces
conditions, le degré du polynome produit est la somme des degrés
des deux facteurs : le degré est 'exposant de = dans le terme du
plus haut exposant dont le coefficient n'est pas nul [modd. p, f(3)].

Un polynome ¢ (z) entier en z et ¢ est divisible [modd. p, f(i)]
par un polynome ¢ (z), entier en z et i, s'il existe un polynome
1 (x) entier en z et ¢ tel que l'on ait

¢(z) = § () (2) (modd. p, £(i)).
Cela est impossible quand ¢ (z) est de degré inférieurd ¢(x), a

moins que ¢(x) ne soit identiquement nul [modd. p, f(i)]. Si ¢ ()
est de degré supérieur & ¢ (z), on peut mettre ¢ (x) sous la forme



46 THEORIE DES NOMBRES
9(z)=¢ (=) Q (z)+R(z) [(modd.p, f(:)],

Q(x) et R(z) étant, comme ¢(x) et §(z), des polynomes entiers
en z et i et R(x) étant de degré inférieur & ¢ ().

On a maintenant tous les éléments pour faire une théorie de la di-
visibilité des polynomes entiers en x et i, suivantle systéme de mo-
dules p, (i), toute pareille & celle que I'on a indiquée, pour les poly-
nomes entiers en z, par rapport au module p. On aura le méme
algorithme pour le plus grand commun diviseur [modd. p, f(#)], les
mémes conséquences, la notion de polynome en =z, ¢ irréductible
[modd. p, f(t)], la décomposition unique en facteurs irréductibles
[modd. p, ()] et les mémes conséquences relatives a la divisibi-
lité. Mais outre qu'une confusion serait & craindre, par une attiri-
bution de deux sens au mot irréductible, 'étude compléte et appro-
fondie de la divisibilité des polynomes i coefficients imaginaires
nous entrainerait trop loin. Aussi allons-nous considérer seulement
les facteurs imaginaires du premier degré, de la forme x — g et con-
server au mol irréductible son sens primitif.

On démontre aisément, comme lorsqu'il s’agit des facteurs
réels, que si une congruence admet les racines distinctes
91, 93 - .., §o Son premier membre est divisible par le produit
(x—g1)(x—gs) ... (x—g,) et on en conclut qu'une congruence
ne peut pas avoir plus de racines qu'il n'y a d'unités dans son degré.
Le nombre des racines ainsi définies est égal au nombre des facteurs
du premier degré. Tout cela se conclut trés facilement du fait que le
produit de deux imaginaires ne peut étre nul que si un des facteurs
est nul.

1l convient de faire ici une remarque importante : les racines
communes 4 deux polynomes (i coefficients réels) appartiennent a
leur plus grand commun diviseur (mod. p); en effet, si D désigne le
plus grand commun diviseur de F et G, on pcut trouver des poly-
nomes f, et g, tels que

Fg, +~ Gfy=D (modd. p);
on a donc a fortiori

Fg. + Gfi =D (modd. p, f(i)],

ce qui démontre la proposition énoncée. En particulier, si F(x) dé-
signe un polynome irréductible et si la congruence

®(z) =0 [modd. p, /(7).
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admet une racine (imaginaire) de la congruence
F(r)=0 (modd. p, f()].
& (%) est divisible par F(x) suivant le module p.
En particulier deux polynomes irréductibles ne peuvent pas avoir

deracine commune et un polynome irréductible ne peut pas avoir
de racine multiple, puisqu'il est premier avec sa dérivée.

22. Pour obtenir sans titonnements les facteurs du premier degré
d’'une congruence donnée, ou du moins leur produit, il suffira de
chercher le plus grand commun diviseur du premicr membre de la
congruence proposée avec le produit de tous les facteurs distincts du
premier degré. Ce produit nous est fourni par la généralisation du
théoréeme de Fermat ; nous avons vu, en effet, que la congruence

" —z=0 [modd. p, f(i)]
avait pour racines les p" valeurs distinctes de l'imaginaire y; le
produit des p* facteurstelsque z— y estdonccongrua z*" —uz.

En particulier si la congruence proposée est irréductible, pour
gu'elle admette une racine, il faut qu'elle ait une racine commune
avec z¥" —az, il faut donc que son premier membre divise
z¥" — z. D'ailleurs il est clair que tout diviseur de 2" —z a
autant de racines qu’il y a d'unités dans son degré. Donc, au point
de vue ou nous nous plagons, une congruence irréductible ou n’a
pas de racines, ou a autant de racines qu'il y a d’unités dans son degré;
ce dernier cas se présente lorsque le premier membre de la con-
gruence proposée est un diviseur de z¥" — z.

En particulier, 1a congruence

flz)=0 [modd. p, f(i)]

=i,

admet la racine

donc elle admet n racines et f(z) divise z?"—az. Or f(z) est un
polynome quelconque irréductible de degré n. Donc tout polynome
irréductible de degré n divise z*" —x et par suite admet n ra-
cines imaginaires. Il est clair que si r est un diviseur de n, tout
polynome irréductible de degré r divise 2" —ax et par suite
" -—x (car 2" '--1 est alors divisible algébriquement par
z¥~* —1, puisque p"—1 estdivisible par p"—1). Donctoute
congruence irréductible dont le degré est égalé n ou a un diviseur de
n a aulant de racines qu'il y a d’'unités dans son degré.
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Nous allons montrer maintenant qu'une congruence de degré m
n’a pas de racines, lorsque m n’est pas un diviseur de n. 11 suffit de
montrer que " —z ne peut pas étre divisible par un polynome
irréductible dont le degré n'est pas un diviseur de n.

Pour cela une remarque préliminaire est nécessaire. Nous avons
vu que I'on a identiquement

(a+ by = a? + b? (mod. p).
11 en résulte I'identité
(a=4bzx+cx®+-... + ha")»=a? + bPxr 4 c? 2*+... + h*z"? (mod. p);

orona

ar=a (mod. p),
=15 (mod. p),
W=h (mod. p),

d’aprés le théoréme de Fermat. Donc on a
(a4bz+ca®+ ... +ha")’ = a+ b x?+ c 2*?+ ... + hz"*(mod. p),
c'est-a-dire que, o(r) désignant un polynome quelconque, on a
[o(2))" = o(a?) (mod. p).
En remplagant z par z?, ona
o(@') = [o(e")]" = [[o(@)PP)" = [2(2))" (mod. p),
et généralement :
(@) = ¢(=") (mod. p).
Nous pouvons maintenant démontrer qu'un polynome irréductible
f(z) de degré m ne peut pas diviser 2*" —z si r est inférieur
a m.
11 s’agit en effet de prouver qu'on ne peut pas avoir
=i [modd. p, f(i)].
Or si cette égalité avait lieu, en désignant par ¢(i) une imaginaire
quelconque on aurait

o(i) = (i) [modd. p, f(i)).
Or nous venons de voir que
o (i) = [o (i) (mod. p);
on aurait donc
[o (0 = (i) [modd. p f(i)),

o =z [modd. p, f(i)]
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aurait pour racines foutes les imaginaires c'esl-a-dire p™ racines, ce
qui est impossible puisqu'elle est de degré .p.

11 est facile de voir que, plus généralement, f(z) ne peut diviser
z”"—z que si n estunmultiplede m; sinon posons n =mq —+r,
r étant inférieur & m; 'expression

" — x

est divisible par f(x), suivant une remarque déja faite ; si
27" _z 1'6tait aussi, il en serait de méme de leur différence
zqu-f—r . xpmq'
Orona
" ™ = (g — g™ (mod. p).

L’hypothése faite est donc inadmissible.

23. Considérons un nombre quelconque de congruences irréduc-
tibles (mod. p), de degrés a, b, ¢, ..., I. Soit N le plus petit
multiple commun de ces degrés ; F(z) une congruence irréductible
(mod. p) de degré N; si nous introduisons I'imaginaire de Galois ¢
définie par la relation '

F(i))=0 (mod. p),
chacune des congruences proposées aura autant de racines qu’il y a
d’unités dans son degré.

Comme un polynome quelconque peut toujours étre décomposé
en facteurs irréductibles, il en résulte qu'étant donné un nombre
quelconque de congruences, on peut toujours définir une imaginaire
de Galois de maniére que chacune d’elles ait autant de racines qu’il
y a d’unités dans son degré.

Nous avons fait implicitement une hypothése, en admettant
I’existence d’'un polynome irréductible (mod. p) d’'un degré quel-
conque N. Pour justifier cette hypothése, nous allons calculer le
nombre des polynomes irréductibles de degré n.

Nous savons que z*" —ax n’admet que des facteurs irréductibles
dont le degré est » ou un diviseur de n et est divisible d’ailleurs
par tous les polynomes irréductibles dont le degré est n» ou un
diviseur de n; d'ailleurs z*"-'—1 est premier avec sa dérivée
et par suite n’admet pas de facteurs multiples; il en est donc de
méme de 2" —z. Donc z¥" — =z est égal au produit de lous les
polynomes irréductibles dont le degré est égala n ou a un diviseur de
n. Si nous désignons par 8(n) le degré du produit de tous les poly-
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nomes irréductibles de degré n, on a par suite
p" = (d),
le signe T se rapportant & tous les diviseurs de n, y compris I'unité
et n lui-méme. Nous savons qu'en désignant par ¢, ¢', ¢°,... les fac-
teurs premiers distincts de n, on déduit de cette formule :
n n n
8(n) = p* — Zp? + Spt — TpH'T 4 -
Le nombre des polynomes irréductibles de degré n est évidemment

6gald 0(n), cest-b-dire &

n
On vérifie assez facilement que cette expression est positive (*),
ce qui démontre 'existence de polynomes irréductibles d’'un degré
quelconque n.
11 est évident que, de plus, elle doit étre un nombre entier; on a
donc

i i 2 L
[P"__ qu -+ ):p‘l‘l' —_— XP'I'I'Q' -+ - ] .

p" — Zpi+ ¥ - =0 (meod. n),
n étant un nombre quelconque et p un nombre premier. Lejeune
Dirichlet a démontré que a et n étant premiers entre eux, il y a une
infinité de nombres premiers p vérifiant la congruence
a=p (mod. n).
Si on admet cette proposition de Lejeune Dirichlet, il en résulte que,
a étant un nombre quelconque premier avec n, on a
n n n
a" — $at+4 Ta®' — Ta®T 4 ... =0 (mod. n).
Si on suppose que n est un nombre premier, cette congruence
exprime le théoréme de Fermat; on peut donc la regarder, dans le
cas d'un module quelconque, comme une généralisation de ce théo-
réme. Cette généralisation coincide avec la proposition connue sous
le nom de théoréme de Fermat généralisé, dans le cas seulement ou n
est une puissance d’'un nombre premier.

a:logp+.'c’log’p

(*) En se servant de la formule p* = "' =4+ n s

on trouve qu'elle est égale a

[ (md) S B)0-) )




CHAPITRE 1III

DES CONGRUENCES BINOMES

I. — Racines primitives et indices.

24. Revenant maintenant & un sujet beaucoup plus élémentaire,
nous allons étudier une classe intéressante de congruences : les
congruences binomes. Nous pourrions, comme nous l'avons déja
montré sur un exemple dans le chapitre précédent (§ 19) appliquer,
sans les modifier, les méthodes générales 4 ces congruences par-
ticuliéres ; mais il est préférable d’étudier la question directement.

Soit @ un nombre entier non divisible par le nombre premier p;
considérons la série des puissances de a :

(A) a® =1, a, a, ad,...
et prenons leurs résidus minima par rapport & p. Le nombre des
résidus minima étant limité et 1a suite (A) indéfinie, il y a nécessai-
rement dans cette suite des termes ayant méme résidu minimum,
c’est-d-dire congrus entre eux. Soit a’ le premier des termes de la
suite qui soit congru & I'un des précédents a*. Je dis que I'on a
nécessairement 2 =0; sinon de la congruence

a = a* (mod. p),
on déduirait, en divisant par a, qui n'est pas nul (mod. p),
a! = a* !,
c'est-d-dire que a" ne serait pas le premier des termes congrus 4 1'un
des précédents. On a donc
a=a’ = (mod. p)
et r est le plus petit nombre pour lequel cette congruence ait lieu. On

exprime ce fait en disant que le nombre a appartient a lexposant r
(relativement au nombre premier p). Il est clair que I'on a géné-
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ralement
a" =1 (mod. p).
Réciproquement, pour que l’on ait
a" =1 = (mod. p),
il faut que m soit un multiple de r; eneffet, si 'on avait m =nr—+gq,
¢ étant inférieur & r, on en conclurait
at =1 (mod. p),
ce qui est impossible. .
11 en résulte que la suite des résidus minima des puissances suc-
cessives de a est périodique; les restes se reproduisent de r en r.
Dans ce qui précéde, nous n'avons pas admis le théoréme de
Fermat; cela n’aurait guére simplifié d’ailleurs. Mais ce théoréme
nous montrerait immédiatement, d'aprés une remarque qui vient
d’8tre faite, que p — 4 est un multiple de r, ou mieux que : lez-
posant r auquel appartient un nombre quelconque a est un diviseur
de p—1. Mais nous préférons démontrer directement cette
proposition importante parce que le mode de raisonnement que
nous allons employer est d'un usage assez fréquent et qu’il est
intéressant de le connaitre. Nous pourrons ensuite en déduire comme
corollaire le théoréme de Fermat.
Nous avons dit que les » nombres
(1) 1,a,0% .. ,a!
sont incongrus (mod. p); comme aucun d'eux n'est congru 2 zéro,
leur nombre est au plus égal 4 p—14. 1l peut donc se faire que
I'on ait
p—1=r.

Supposons, au contraire,
P— 1>,

et désignons par & un nombre quelconque incongru & zéro et a
tous les nombres de la suite (1). Considérons les » nombres

(1K) a', aa, d'a®, ..., da™.
Ils sont incongrus entre eux j car si on avait

da* = a'a* (mod. p),
on en conclurait
a=a (mod. p),
ce qui est contraire & I'hypothése. De plus un nombre quelconque
de la suite (II) est incongru 4 un nombre quelconque de la suite (I),
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car si on avait
aa* = a* (mod. p),
on en déduirait
a' = a*+re,
ce qui est également contraire & I'hypothése.
Les 2r nombres formant les suites (I) et (II) étant incongrus, 2r
ne peut surpasser p — 1; il peutse faire que I'on ait

p—1=2r,
p—1>2r

nous pourrons choisir un-nombre a' différent (mod. p) de zéro et
des 2r nombres des suites (I) et (II) et nous formerons la suite

si nous supposons

(11m) a', a'a, a"a?, ..., a'a™'.

Nous démontrerons facilement que les nombres de cette suite sont
incongrus entre eux et incongrus aussi i tous les nombres des
suites (I) et (II); il en résulte que I’on a, ou bien

p—4i=23r
p—1>3r

On voit qu'en continuant ce raisonnement on arrive nécessairement
A la conclusion que p—14 est un multiple de r; il en résulte

ou bien

art =1 (mod. p),

c'est-a-dire précisément le théoréme de Fermat.

25. On peut se demander si, étant donné un diviseur arbitraire de
p—1 il y a des nombres qui lui appartiennent et combien parmi
eux sont incongrus; si nous désignons par ¢(d) le nombre des
entiers incongrus qui appartiennent au diviseur d de p—1, il est
clair que I'on a

zy(d) =p —1
puisque chacun des p —41 nombres
1, 2,3,...,p—1
appartient & un diviseur d de- p—4 et & un seul.

D'aprés une remarque que nous avons faite (§ 43) on est amené

4 en conclure I'égalité
$(d) = ¢(d),

en désignant par ¢(d) le nombre des entiers premiers avec d et non
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supérieurs A d. La conclusion, quoique vraie, n’est pas rigoureuse,
parce que l'égalité =i(d: = m, ou la sommation est étendue a
tous les diviseurs de m, n’est pas démontrée quel que soit m; en
étudiant de plus prés la démonstration du § 11, on peut rendre la
conclusion rigoureuse ; mais nous préférons reproduire le raisonne-
ment remarquable par lequel Gauss a établi cette importante propo-
sition.

Supposons qu'il y ait un nombre a qui appartienne 21'exposant d;
cherchons s'il y a d’autres nombres appartenant & I'exposant d; s'il
en existe effectivement, ils seront racines de la congruence

*-1=0 (mod. p).
Or cette congruence a visiblement pour racines les nombres

i, a, a, ..., a!

et comme ces nombres sont incongrus, ce sont IA toutes ses racines
(x*—1 divisant z*»'—4, on savait a priori que cette congruence
avait d racines incongrues). Cherchons a quel exposant appartient
une racine quelconque a*; soit r le plus petit nombre tel que I'on ait

(@) =a"=1 (mod. p);
a appartenant i I'exposant d; ar doit étre divisible par d; si & est
le plus grand commun diviseur entre 2 et d, la plus petite valeur

d
de r telle que ar soit divisible par d est manifestement —8—; la ra-

cine a* appartient donc a 'exposant i: - Pour que a* appartienne
a I'exposant d, il faut et il suffit que 3 = {, c'est-a-dire que =
soit premier avec d; donc s'il existe un nombre a appartenant &
I'exposant d, ilyena ¢(d), ¢(d) ayant la signification rappelée
plus haut. En désignant par ¢(d) le nombre des racines appartenant
4 un exposant quelconque d, on a, par suite,

ou bien $(d) =0,
ou bien Y(d) = <(d).
Mais

B4(d) = p—1 = Zo(d).
4(d) = o(d).

En particulier, il y a o(p—1) nombres qui appartiennent a
I'exposant p —1. Ils sont dits racines primitives du nombre p.

On a donc toujours
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On dit aussi quelquefois que les nombres qui appartiennent i
I'exposant d, sont les racines primitives de /a congruence

¥—1=0 (meod. p);
mais lorsqu'on parle simplement de racines primitives, il faut
entendre les nombres qui appartiennent a I'exposant p —1.

La propriété fondamentale des racines primitives est que leurs
puissances engendrent un systéme complet de restes (mod. p), sauf
zéro. Si g désigne une racine primitive, les résidus minima des
nombres

=1 g 4., g7
sont, dans un certain ordre, les nombres
1, 2,3, ..., p—1.

Si on considére un nombre quelconque premier avec p, il existe
une puissance de g (et par suite une infinité) congrue & ce nombre.
Lexposant de la puissance a laquelle il faut élever g pour avoir un
résultat congru au nombre a s'appelle l'indice de a par rapport d la
racine primitive g. On le désigne par lanotation : ind. a. On a donc,
par définition,

gind:a =g (mod. p).

Tout nombre (non nul mod. p) a une infinité d'indices, congrus
entre eux suivant le module p—1. Lorsque nous dirons que deux
indices sont congrus ou égaux, cela signifiera donc toujours : congrus
suivant lemodule p — 4. Avec cette convention, les propriétés des
indices s'énoncent exactement de la méme maniére que celles des
logarithmes. La propriété fondamentale est, comme pour ces
derniers, que lindice d’un produit est égul ¢ la somme des indices de
ses facteurs et on en déduit les mémes conséquences.

Par exemple lorsqu’on change la base des indices, c'est-a-dire lors-
qu'on remplace laracine primitive g par une autre y, on passe d'un
systéme d'indices & un autre comme d’un systéme de logarithmes &
un autre ; si nous convenons de désigner par la notation I.a les
indices dans le systtme de base g, en employant la notation
habituelle dans le systéme de base y, nous avons

Y = gl.T
et par suite, a désignant un nombre quelconque,

a—= Yind.a J— g(l.'r)(ind.a),
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c'est-a-dire
(I.y)(ind.a) =1.a (mod. p — 1)
ou, en employant la notation de Gauss,
ind. a = %:— (mod. p —1).
En particulier, ' '
ind. g = IL‘{ (mod. p — 1).

26. On peut a 'aide d'une table d'indices résoudre les congruen-
ces du premier degré ; car, de la congruence
ar =10 - (mod. p),
on tire
ind. # =ind. 6. — ind. a (mod. p — 1).

Considérons par exemple le nombre 43, pour lequel 2 est racine
primitive ; on forme facilement la table d'indices suivante :

ind.z| 0|41 (2({3|4(85]|6|7|8|9|10|11}12
z |1(2(4|8/3|6|12|/44|9 8|10 7|1

(On obtient chaque nombre de la seconde ligne en multipliant le
précédent par 2 et prenant le résidu minimum par rapport a 13). On
en conclut la seconde table :

| 9 |10 |11 |12
8

L1076

Proposons-nous, par exemple, de résoudre la congruence
Tx=38 (mod. 13);
nous en concluons, en nous servant de la seconde table,

ind. r=ind. 5 —ind. 7=9— 11 =10 (mod. 12),

z |1|2|3|4|85|6|7]|8
indz 0|41 42|98 |11]|3

et par suite, & I'aide de la premiére table,
=10 (mod. 13).

De méme, la congruence
8z = (mod. 13)
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donne

ind. r=ind. 3 —ind.8=4—3=1 (mod. 12)

r=2 (mod. 13).

Ici I'usage des indices n'est que commode ; il est des cas ol il est
presque indispensable. Aussi est-il bon d'dtre en mesure de former
une table d'indices ; pour cela il est nécessaire de connaitre, pour
chaque nombre premier, une racine primitive. On ne connait pas de
méthode simple pour rechercher les racines primitives ; mais voici
un tableau faisant connaitre, pour chaque nombre premier inféricur
3 100, la plus petite racine primitive :

3| 8| 7|11 [13 |17 (19|23 (29 (31|37 |4

2| 213|223 |2|5|]2|3|2]6

43| 47| 33|89 |64 |67 |74 (73|79 |83 |89 |97

3| 8| 212|227 |85|3|2|3]|65

11 est facile, connaissant une racine primitive, de les avoir toutes;
et plus généralement de trouver tous les nombres appartenant & un
exposant donné. En effet, soit g une racine primitive; cherchons &
quel exposant appartient g*; soit r le plus petit nombre tel que
Ton ait

(9°y = g7 =1 (mod. p);
r est le plus petit nombre tel que I'on ait
ar=0 (mod. p — 1).

Done si & désigne le plus grand commun diviseur de « et de p —1,
on a

r = ———

(Nous avons déja fait un calcul identique dans la démonstration de
Gauss reproduite plus haut). On aura donc tous les nombres appar-
tenant & 'exposant r, en élevant g A une puissance dont I'expo-
sant a soit tel, que le plus grand commun diviseur de z et de p— 1

. —1 . . g v
soit 3="2 — On voit que si on connalt I'indice « d’'un nom-

bre, on peut déterminer facilement & quel exposant il appartient.
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II. — Extension aux imaginaires de Galois.

27. Avant d'aborder d’autres applications de 1a théorie des indices,
nous allons montrer qu'elle s'étend immédiatement aux imaginaires
de Galois. Si nous supposons que le premier membre f(i) de la
congruence irréductible fondamentale f(i) soit de degré n, il y a
p" — 1 imaginaires de Galois incongrues entre elles et & zéro. On
verra par un raisonnement identique & celui que nous avons fait que
chacun de ces nombres (réels ou imaginaires) appartient  un expo-
sant qui est un diviseur de p” — 1; et que si r désigne un divi-
seur quelconque de p" —1 il y a précisément ¢(r) nombres qui
appartiennent & l'exposant r. En particulier, il y a o (p® — 1)
nombres qui appartiennent & I'exposant p” — 1; on peut les appe-
ler racines primitives pour le module p et la fonction irréductible
1.

Cette notion va nous permettre d’approfondir un peu plus que
nous ne l'avions fait I'étude desracines imaginaires des congruences
irréductibles et aussi d'étudier les rapports entre les imaginaires de
Galois qui correspondent a des congruences fondamentales différentes.

Soit j une imaginaire de Galois :

J=% +ni4 ... + 24" [modd. p, f(3)];
nous savons que j est racine d'une certaine congruence irréduc-
tible :

9(z)=0 (modd. p, £(3)]
dont le degré est égal & n ou 4 un diviseur de n. Il est facile de
déterminer ce degré connaissant I'’exposant 2 auquel appartient j.
En effet, nous savons que a divise p® — 4; si nous désignons par
r le plus petit nombre tel que p~— 14 soit divisible par «, nous
aurons

M =j [modd. p, £(3)],
et r sera le plus petit nombre tel que cette congruence ait lieu. Il
en résulte que g(x) est de degré ». (On voit que r est un diviseur
de n; il serait facile de le montrer directement.) On convient de
dire, lorsque r est le plus petit nombre tel que p" — 1 soit divisi-
ble par a, que « est un diviseur propre de p~ — 1. Les racines
d'une congruence irréductible quelconque g¢(x) de degré »r appar-
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tiennent donc & un méme exposant a, diviseur propre de p~ — 1
et z*— 1 est divisible par g¢(z) (mod. p); on peut dire que
la congruence irréductible g(x) appartient da Uexposant «. Le
nombre des imaginaires qui appartiennent 4 I'exposant « est ¢(a);

. . a
comme chaque congruence de degré r a r racines, ily a -@ con-

gruences qui appartiennent & I'exposant « ),

En particulieril y a ?@n,—l_’) congruences irréductibles de

degré n qui appartiennent & l'exposant p» —1; elles ont pour
racines les ¢ (p® — 1) racines primitives (**). Si I'on choisit comme
congruence fondamentale une de ces congruences que I'on peut appe-
ler primitives, i sera une racine primitive et par suite les p» —1
premiéres puissances de i constitueront un systéme complet de
nombres incongrus entre eux et a zéro.

Il est facile de trouver I'expression de toutes les racines d'une
congruence irréductible quelconque en fonction de l'une d'entre
elles. Remarquons d’abord que si une imaginaire j appartient a I'ex-
posant A, diviseur propre de p"—14, les » quantités

VI L% L 1
sont distinctes. En effet, si on avait

r—1

= [modd. p, ()]

et
a < p<m,

on en conclurait, en élevant les deux membres & la puissance p™,

e [modd. p, £(3)],
ou, a4 cause de

=i [modd. p, (i)},
la congruence
dans laquelle on aurait

0 < p_ a <7 ’

ce qui est impossible.

(*) Remarquons en passant ce théoréme : « étant un diviseur propre de
pr—1, o¢(a) est divisible par r.

(**) Nous avons ainsi une limite inférieure du nombre des congruences irréduc-
tibles de degré n plus facile & calculer que la valeur exacte donnée plus haut.
Mais il importe de remarquer que pour trouver cette limite inférieure, nous avons
dd supposer I'existence d'une congruence irréductible [(z) de degré = ; il aurait
donc été impossible de s'en servir pour démontrer qu'il existe effectivement des
congruences irréductibles de tous les degrés.
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Or, nous avons vu que I'on &, quel que soit 2,

. F@)=[FEP (mod. p).
On a donc a fortiori
F(j7) = [F(j))" [modd. p, (i)}
il en résulte que si la congruence
F(z)=0 [modd. p, f(3)]

admet la racine j, elle admet aussi pour racine j»* quel que soit ).
Mais nous venons de voir que si F(x) est de degré r, parmi toutes
les quantités j# il y en a précisément r de distinctes; ce sont donc
toutes les racines de la congruence proposée.
28. Ces préliminaires établis, considérons une congruence irré-
ductible de degré n,
glz)=0 [modd. p, f(i)]
(nous supposons toujours que n désigne le degré de f(i)). Soit
j=e(i)=a+ai+ ...+ ap !
une racine de la congruence proposée;les n—4 autres racines
sont
' ¥ Lo |
Orona
FF=k@F=q¢(")  [modd. p, f(i)).
Les n racines de la congruence
flz)=0 [modd. p, f(z)]
sont, d’aprés ce qui précéde,
i, i, ' L, e
si on les désigne par 1, i, ..., i et si on désigne également par
Jis Jas +-+y Jn les racines de g(z), on voit que l'on a générale-
ment*
Ja = g(t)-
On en conclut que si 'on désigne par G(y) =0 la transformée
algébrique de 'équation f(z) =0 parlatransformation y = ¢(z),

ona
G(y) = Ag(y) (mod. p),
A désignant une constante. En d’autres termes, on passe de la con-

(*) II aurait été trds facile de voir directement que toutes les quantités ¢(ia)
sont racines de g(x), mais I'analyse précédente est nécessaire pour montrer que ces
quantités sont distinctes.
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gruence fondamentale a une autre congruence irréductible de méme
degré par une transformation algébrique, et cette transformation
donne précisément I'expression des racines de la seconde congruence
en fonction de celles de la premiére.

Il est clair qu'un polynome irréductible (mod. p) est aussi irré-
ductible algébriquement (c'est-A-dire ne peut étre décomposé en
facteurs rationnels). La transformation

¥ = ¢(2)
transformant le polynome irréductible f(x) dans le polynome érré-
ductible G(y), on sait qu'il existe une transformalion inverse :

z = {(y)

qui transforme G(y) en f(x) et on sait déterminer algébriquement
cette transformation. On conclut de ce qui précéde que la con-
gruence

flz)=0 [modd. p, (j)],
ot nous désignons par j U'imaginaire de Galois fondamentale, admet la
racine

i = 4()).
Il est maintenant facile de voir ce qui arrive ]6rsqu'on remplace f(x)
par g(z) comme congruence fondamentale. Nous désignerons par j
I'imaginaire de Galois qui est relative & g(z) et nous allons voir que
le résultat est fort simple. On doit opérer comme on serait naturel-
lement amené a le faire, si on admettait a priori, que les racines ima-
ginaires des congruences irréductibles ont une existence effective, c'est-
a-dire indépendante du choix de la congruence fondamentale. D'une
maniére plus précise, si la congruence

Flz)=0 (modd. p, £(3)]
admet la racine k(i), la congruence
Fz)=0 {modd. p, ¢()]

admet la racine A[¥(j)]. En effet, F[h(i)] est divisible par f(i) sui-
vant le module p; donc F[A({j)] est divisible par f(¢j). Mais d’aprés
la théorie de la transformation, nous savons que f(y) est divisible
algébriguement par G(y); donc f(4j) est divisible par g(j) suivant
le module p et par suite F[h({j)] 'est aussi, c'est-a-dire que h({j)

est racine de .
F(x)=0 [modd. p, 9(j)]-
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Nous sommes maintenant assurés que I'existence de relations
entre les racines de plusieurs congruences irréductibles est indépen-
dante du choix de la congruence fondamentale. Ce choix n’a donc pas
I'importance excessive qu’on aurait pu lui attribuer tout d'abord;
c'est simplement un moyen pour étudier certaines relations.

On a remarqué, dans le chapitre précédent, qu’il est impossible
d’exprimer les racines d'une congruence irréductible, de degré r, au
moyen de I'imaginaire définie par une congruence fondamentale de
degré n, lorsque n n'est pas un multiple de ». Il en résulte que la
relation entre les imaginaires de Galois correspondant & deux con-
gruences fondamentales de degrés différents n’est simple que si le
degré de I'une est un multiple du degré de 1'autre.

On peut, lorsqu'on a des congruences de degrés différents quel-
conques, considérer une congruence irréductible dont le degré est le
plus petit multiple commun des degrés des congruences proposées.
Mais nous ne voulons pas trop nous étendre sur ce sujet. Bornons-
nous a énoncer le résultat suivant, relatif au cas ou le degré n de la
congruence fondamentale primitive f{i) est un multiple du degré r
de la congruence fondamentale nouvelle g(j). Si alors

J=¢(i) [modd. p, f(1)]
est une racine de la congruence
9(z)=0 (modd. p, f(i)],

la transformée algébrique de 'équation f(z) = 0 par la transfor-
mation y = ¢(z) étant G(y)=0, ona

G(y) = [9(y)F . (mod. p),
en posant n = rp.
Il résulte de 14 que si I'on effectue sur une équation
flz) =0

dont le premier membre est irréductible (mod. p) une transforma-
lion rationnelle quelconque :
y = o),
le résultat est irréductible (mod. p) ou congru A une puissance
d’un polynome irréductible.
On verrait facilement que 1’on passerait du cas ol la congruence
irréductible est g(7) au cas ol elle est f(i) par une simple transfor-

mation entiére [j = ¢(i)], mais la réciproque n'est évidemment
pas vraie.
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III. — Applications. Modules composés.

29. Nous allons maintenant considérer exclusivement les nombres
réels, sans indiquer ’extension aux imaginaires de Galois des appli-
cations que nous allons faire.

Les considérations que nous avons développées constituent une
étude de la congruence

=1 (mod. p).
Nous savons en effet résoudre cette congruence; si 8 désigne le plus
grand commun diviseur de n etde p—1 et g une racine primitive
pour le nombre premier p, ses racines sont visiblement
N -
R g, g, . , 9 H
et leur nombre est 8.
Proposons-nous de résoudre la congruence binome plus générale (*)
=D (mod. p).
D’aprés les propriétés des indices, nous devons avoir
nind. x =ind. D (mod. p —1).
C’est une congruence du premier degré en ind. .

Si n est premieravec p — 1, cette congruence admettra une solu-
tion et une seule et il en sera de méme de la congruence proposée.

Si n n'est pas premier avec p — 1, désignons par § leur plus
grand commun diviseur. La congruence est impossible si 3 ne divise
pas ind. D; si & divise ind. D, elle admet & solutions incongrues ;
il en est de méme de la congruence proposée. Donc la condition néces-
saire el suffisante pour que la congruence

=D (mod. p)
soit possible est que ind. D soit divisible par le plus grand commun
diviseur 3denetde p — 1; la congruence admet alors & solutions.

11 est manifeste que le résultat doit étre indépendant de la racine
primitive choisie comme base des indices. Il est donc naturel de

(*) La congruence
ar* =b (mod. p)
se ramene A celle que nous considérons dans le texte en posant

b .
D= 'E (mod. D).
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chercher & mettre la condition de possibilité sous une forme ol
n'apparaisse plus cette racine primitive. Posons
- ind. D=d
et désignons par g la base des indices ; nous aurons

¢¢=D (mod. p).

Elevons les deux membres 2 la puissance entiére B—:—i ; 1l vient
a2t i
g * =D°.

Si § divise d, g(_p;—_i) sera divisible par p — 1 et le premier
membre sera congru & 1 ; il est donc nécessaire que I’on ait
=t
D®* =1 (mod. p).
Cette condition est d'ailleurs suffisante, car si ellé est vérifiée,
on a

p—s—i ind. D=0 (mod. p—1),

c'est-d-dire que ind. D est divisible par 3.
Donc /a condition nécessaire et sujffisante pour que la congruence

=D (mod. p)
soit possible, est que l'on ait
tl
D?* =1 (mod. p).
Reprenons la question dans le cas ou n divise p-—1. Soit
p— 1= ng.

Il est clair que le procédé le plus élémentaire pour résoudre la
congruence
=D (mod. p)
consiste & former successivement les nine puissances de p—1
nombres incongrus entre eux et A zéro, de prendre les résidus
minima de ces puissances et d’examiner si I'un de ces résidus est
égal & D (nous supposons D compris entre 0 et p). C'est ce pro-
cédé élémentaire qui va nous permettre I'étude de la question en
ayant soin de prendre pour les p—41 nombres incongrus dont
nous venons de parler, les p—41 premié¢res puissances d'une
méme racine primitive :
[/ L L N L
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leurs nifmes puissances sont
9 g"" . g(P—’)ﬂ' 9(?“')",

et nous pouvons visiblement les écrire de la maniére suivante :

g O g
gla+in gutm L. g
getin gim—te+am g

Si nous remarquons que I'on a

gn =grt=1 (mod. p),
I'on voit que les nombres inscrits dans une méme colonne ont un

méme résidu minimum ; il y a donc sculement ¢ résidus minima dif-
férents, ce sont les résidus des puissances

gﬂ’ g,n) . , glﬂl
(dont la derni¢re est congrue & Il'unité puisque ¢n est égal a

p—1); ces résidus sont d'ailleurs tous différents et 1'on apergoit
immédiatement que ce sont les ¢ racines de la congruence

1 =1 (mod. p).
Donc, pour que D sec trouve parmi ces nombres, il faut que I'on ait
L_—l
Di=D"=1 (mod. p);
c'est la condition déja trouvée.

30. Mais le tableau que nous venons de faire nous permet
d'approfondir davantage cette question et de partager en classes les
nombres D pour lesquels la congruence

= (mod. p)
n'est pas possible. Nous avons posé p — 1 = nq; il est clair qu'en
appliquant au nombre ¢ ce que nous venons de dire pour le
nombre n, c’est-d-dire en élevant & la ¢'*"¢ puissance tous les
nombres incongrus entre eux et i zéro suivant le module p (c'est-a-
dire les nombres g, ¢*, ..., 9*~!), nous obtiendrons sculement n
résullats incongrus

g% g%, .., g™

THEORIE DES ROMBRES 8
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ou, en posant g1=f:
L .., r=1.
Donc, f est une racine primitive de la congruence
=1 (mod. p).
Cela posé, les p—1 nombres considérés se partagent naturelle-

ment en n classes, la k"¢ classe comprenant les nombres D pour
lesquels on a
DI = f* (mod. p).
En particulier, les nombres de la nm classe sont ceux pour
lesquels on a
Di=f=1 (mod. p),
c'est-a-dire pour lesquels la congruence a” =D est possible ; ils
sont dits : résidus de nitmes puissances.
Il est clair que si I'on a

Di=f* (mod. p),
D't = (¥ (mod. p),

il en résulte
(DD')1 = fr+¥ (mod. p),

et comme f™ est congru & l'unité on peut si I'exposant k&’
dépasse n, le remplacer par k—-+ k' —=x. On peut donc dire que le
numéro de la classe & laquelle appartient un produit de plusieurs
facteurs est congru (mod. n) i la somme des numéros des classes
de ces facteurs. C’est cette proposition qui fait I'importance de la
division en classes.

Cette division en classes a été indiquée pour la premiére fois par
Gauss dans le cas de #n =4 (on aalors p=4¢g-+1). Les
nombres D pour lesquels la congruence est possible s'appellent rési-
dus biquadratiques du nombre p. L'analyse faite par Gauss, au sujet
des résidus biquadratiques (Werke, Band 1I) s'étend d’elle-méme au
casou n dépasse 4; tandis que si I'on étudiait seulement les résidus
quadratiqgues (n = 2) la généralisation des propriétés des classes
n'apparaitrait pas d'une maniére aussi évidente.

Dans le cas o n =4 (p=4¢—+1), on doit désigner par [
une racine primitive de la congruence

1) =1 (mod. p).

On a alors
fi=—1 (mod. p),
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car d'apres la définition de f, on a
(rr+=nir—-19)=0 (mod. p),

et le second facteur ne peut pas étre nul, sinon f ne serait pas
racine primitive de la congruence (1). On a donc

ft=—1 (mod. p),
P=—rf (mod. p).
On en conclut que sil'on a :
D?=-+f (mod.p) , D appartient & la 1" classe;
DI=—1 » , » 2r » o
D=—f » . » 3¢ » o
DP=+1 » , » 4¢ »

Les nombres de la quatriéme classe sont les résidus biquadrati-

ques de p. Nous avons posé ¢ = ’,—4—

Supposons parexemple p = 13; onaalors ¢ =3 eton peut
prendre f = 5. (On pourrail aussi prendre [ = —5=8 (mod. 13).
11 en résulterait un échange de la premiére classe avec la troisiéme,
sans importance pour notre but; il en est de méme dans le cas gé-
néral).

Nous avons, en prenant f=5:

BVW=8=—/f (mod. 13).
Donc 2 est rangé dans la troisi¢me classe ; 8 — 2* sera rangé
dans la classe dont le rang est congru & 3 X 3 (mod. 4), c'est-
a-dire dans la premiére classe ; 8 est donc un résidu biquadratique
de 13.

Nous ne nous étendons pas sur cet exemple et nous n'examinons
pas ici le cas fort important de n = 2, qui fera I'objet du chapitre
suivant.

31. Pour achever 1'étude des congruences binomes, il nous res-
terait & traiter directement le cas des modules composés. (Vest ce
que nous ferons plus loin pour les congruences du second degre.
Ici, nous allons nous borner 4 énoncer les résultats principaux dans
le cas général ; il est facile de les vérifier.

Supposons d’abord que le module soit une puissance p* d'un
nombre premier impair ; on vérifie alors facilement qu'il existe des



68 THEORIE DES NOMBRES

racines primitives, ¢'est-a-dire des nombres g satisfaisant a la con-
gruence
P =1 (mod. p*)

(qui exprime le théoréme de Fermat généralis¢) et ne satisfaisant a
aucune congruence de la forme

g =1 (mod p*),

dans laquelle r est inférieur & ¢()°). Dailleurs, lorsqu’on a dé-
montré 1'existence des racines primitives de proche en proche
(c’est-a-dire en supposant leur existence pour le module p*~! afin
de la démontrer pour le module p°), on voit facilement par un rai-
sonnement direct que leur nombre est ¢[¢(p*)]. En élevant une
racine primitive aux puissances 1,2, 3, ..., 9 (p*), on obtient un
systéme complet de restes premiers avec p°, suivant le module p°.
Nous avons déja remarqué que l'ensemble des nombres premiers
avec le module et inférieurs au module, joue souvent, dans le cas
d’un module composé, le méme réle que le systéme complet de res-
tes incongrus a zéro dans le cas du module premier. On obtient
toutes les racines primilives en élevant I'une d’elles successivement
aux diverses puissances dont 1'exposant est premier avec ¢ (p®).

On voit que 'on peut faire correspondre a I'un quelconque z des
¢ (»*) nombres inférieurs & p* et premiers avec p* l'exposant au-
quel il faut élever une racine primitive déterminée pour obtenir un
nombre congru & z (mod. p*). Cet exposant est ce qu'on appellera
Uindice de = et ces indices ont les mémes propriétés et par suite les
mémes applications que dans le cas des modules premiers.

Les choses se passent d'une maniére toute différente lorsque le
module est une puissance de 2. Le cas du module 2 est sans
intérét ; pour le module 2! = 4, le nombre 3 joue le role de
racine primitive; car on a 3* =1 (mod. 4). Examinons le cas du
module 22 = 8. Il est facile de vérifier que le carré de tout nom-
bre impair est de la forme 8n + 1; il n'y a donc pas de racines
primitives pour le module 8; carona ¢(8) =4 et =z étant un
nombre quelconque premier avec 8,

a? =1 (mod. 8).

Mais on peul remarquer que tout nombre est congru (mod. 8) a
I'une des quatre valeurs que prend I'expression (— 1)*3*, lorsque
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a2 et B parcourent séparément un systéme complet de restes
(mod. 2).

Ceci se généralise pour les puissances de 2 supérieures A la
troisitme; ona ¢(2") = 2*! et a étant un nombre impair quel-
conque,

att =1 (mod. 2°).

De plus, il existe effectivement des nombres impairs tels que leur
puissance d’exposant 2" soit la premiére qui soit congrue a 1
(mod. 27); en particulier le nombre 5 jouit de cette propriété, quel
que soit n. Dés lors tout nombre impair est congru (mod. 2*) a I'une
des valeurs de ’expression (—1)*3* ou « et § parcourent respecti-
vement un sysléme complet de restes, 2 suivant le module 2 et B
suivant le module 2*2. Les nombres x et g peuvent étre appelés les
indices dunombre (—14)*8*; ce systéme de deux indices a des pro-
priétés tout 4 fait analogues aux indices uniques déji considérés.

Prenons enfin un nombre composé quelconque : k& = 2mgrg'™';
soient g, ¢g' des racines primitives pour les modules ¢ et ¢', et
N un nombre quelconque ; on aura :

N=(-1)3° (mod. 2™),
N=g" (mod. ¢"),
N=g" (mod. ¢%),

les nombres 2, B, v, Y’ étant complétement déterminés, suivant les
modules respectifs 2, 2"%, o(¢"), ¢(¢"). Ces nombres =z, B, y, ¥
seront appelés les indices de N; deux nombres N sont congrus
(mod. k) lorsque leurs indices sont respectivement congrus (suivant
les modules déja indiqués). Les indices d’un produit sont égaux (ou
congrus) A la somme des indices correspondants des facteurs, etc...

Pour plus de détails sur cette théorie nous renverrons & la théorie
des nombres de Lejeune Dirichlet (supplément V).



CHAPITRE 1V

RESIDUS QUADRATIQUES. — LOI DE RECIPROCITE

I. — Congruences du second degré.

32. Nous allons nous occuper, dans ce chapitre, des congruences
du second degré et particuliérement de celles qui ont la forme bi-
nome. Cette étude nous conduira & la notion trés importante des
résidus quadratiques, dont la théorie a pour fondement la loi de réci-
procité découverte par Euler et Legendre. Les théories générales dé-
veloppées dans les deux chapitres précédents pourraient trouver
une application naturelle dans I'étude que nous allons faire ; mais,
4 cause de I'importance trés grande de ceite étude, il nous parait
préférable d’opérer autrement.

Nous allons nous attacher & développer la théorie des résidus
quadratiques en elle-méme, c’est-a-dire en supposant connues le
moins de choses qu'il sera possible. On apercevra immédiatement
que certaines des propositions auxquelles nous parviendrons ainsi
ne sont que des cas particuliers de théorémes plus généraux établis
précédemment; mais nous ne supposerons pas connus ces théo-
remes, de sorte que la lecture de ce qui va suivre peut succéder
immédiatement 4 celle du premier chapitre de cet ouvrage.

La congruence générale du second degré ’

azr* +bx+c=0 (mod. m)
se raméne immédiatement a la suivante :
(20z + b)* = b6* —4ac (mod. 4am),

que I'on peut écrire
Y= (mod. k),
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en posant : r+b =1y,
b* — 4ac = D,
dam = k.

Une discussion facile permet de voir dans chaque cas particulier
si, réciproquement, & une solution de cette seconde congruence cor-
respond une solution de la premiére.

33. Nous pouvons done nous borner i étudier la congruence bi-

nome, que nous écrirons
=D (mod. m).
Soit
m = 2p*qrr:...,

2, p,q.7,... étant les facteurs premiers distincts de m (nous verrons
bient4t pourquoi il y a lieu de distinguer 2 des nombres premiers
impairs). Nous savons qu'd tout systéme de solutions des con-
gruences

=D (mod. 2°),
i = (mod. p?),
=D (mod. ¢7),
=D (mod. 1*)

correspond une solution de la congruence proposée, et réciprogue-
ment. Pour que la congruence proposée soit possible, il est donc
nécessaire et suffisant que chacune de ces dernicres le soit, etle
nombre des solutions de la proposée est alors évidemment égal au
produit des nombres qui expriment combien chacune d'elles a de
solutions distinctes.

Par exemple la congruence

=13 (mod. 36)
se raméne aux congruences
=13=1 (mod. &),
P=13=4 (mod. 9).
La premiére a les solutions distinctes
=1
% r=3 (mod. 4);
la seconde :
r=2
.9
g r=1 (mod. 9),

comme on s’en assure aisément.
En combinant de toutes les maniéres possibles une solution de la



72 THEORIE DES NOMBRES

premiére avec une solution de la seconde, on obtient les quatre so-
lutions distinctes de la proposée :

r=29 1et?2

r=25 fet?
(mod. 36}, correspondant a :

r=11 3 et?2

e= 1 ! et

Nous allons voir que la congruence binome, lorsqu’elle est possible,
admet deuz solutions distinctes lorsque le module est un nombre
premier impair, une seule lorsque le module est égal 4 2, deuz lors-
que le module est égal & 4, quatre lorsque le module est une puis-
sance de 2 divisible par 8. Il en résulte que le nombre ¢(m) des
solutions de la congruence, dans le cas d'un module quelconque m,
est donné par la formule

$(m) = 2+,

A désignant le nombre des facteurs premiers impairs distincts de m,
et n étant égal & zéro si m n’est pas divisible par 4, & un si m est
divisible par 4 et non par 8 et & deux si m est divisible par 8. Nous
avons déja fait usage de cette formule ; pour qu'elle soit démontrée,
il nous reste i faire voir I’exactitude des propositions énoncées dans
le cas ou le module est une puissance d'un nombre premier.

Nous supposons bien entendu que D est premier avec m, ¢'est-a-
dire n'est divisible par aucun des facteurs premiers qui entrent dans
m; c'est d’ailleurs dans ce cas seulement que nous avons fait usage
de la formule précédente. Elle ne serait pas exacte dans le cas
général ol m ne serait pas premier avec D (*).

(“) Si le plus grand commun diviseur de m et de D est de la forme ab?, le nombre a
ne renfermant aucun facteur premier élevé & une puissance supérieure A la pre-
mitre, on constate aisément que z est nécessairement divisible par ab ; en posant
&= aby, on est ramené a la congruence

D
ab’(ay — )= 0 (mod m)
et par suite, & la congruence
' ay—Db=0 (mod m’),
D
dans laquelle D’ et m' sont premiers entre eux {D'= b et m'= 51)"%) A chaque

solution de cette congruence correspondent b solutions distinctes de la proposée.
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34. Considérons donc le cas ou le module est une puissance d'un
nombre premier, que nous supposerons d'abord impair. Pour que
la congruence

»2»=D (mod. p*)
soit possible, il faut d'abord qu'il en soit ainsi de la congruence

=D (mod. p).
Lorsque cette derniére congruence est possible, on dit que D est ré-
sidu quadratique de p; nous verrons plus loin comment on le recon-
nait; ici nous allons chercher le nombre des solutions, dans le cas
ou la congruence est possible. Soit x, une solution; on a

D=ux} (mod. p)
el 1a congruence proposée peut s'écrire
at—ri=0 (mod. p)
ou
z—2)(x+z)=0 (mod. p).

Pour que ce produit de facteurs soit divisible par le nombre pre-
mier p, il faut et il suffit que I'un des facteurs soit divisible par p,
c’est-d-dire que I'on ait :

ou bien T=uzx, (mod. p),
ou bien T=p—zx, (mod. p).

La congruence admet done deux solutions, qui sont distinctes car
2z, ne peut pas étre divisible par p, puisque D ne I'est pas et que p
est supposé impair; on n'a donc pas
To=P—% (mod. p),
c’est-a-dire 22,=0 (mod. p).
Montrons maintenant que, lorsque D est résidu quadratique de p,
la co ence
& congra 2=D (mod. p*)
admet deux solutions et deux seulement.
Nous venons de voir que cette proposition est exacte pour a=1;
il suffit donc de faire voir que si elle est vraie pour une valeur de z,
elle subsiste lorsqu’'on augmente cet exposant d’une unité. Soit y
une solution de la congruence
y¥*=D (mod. p*);
nous allons montrer qu’on peut en déduire une solution de la con-

gruence
=D {mod. p*t).
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Pour cela posons
T =y+Ip°
11 vient
D =y'--D+yp*+NMp* =0 (mod.p*+!).

Or, par hypothése, on a

y! —_ D —_ Mpa;
il en résulte donc
PP(M4+20y +23p2) =0 (mod. pot+1),
c'est-a-dire
M+22y=0 (mod. p);
2y étant premicr avec p, cette congruence détermine X; on en lire
A=), (mod. p)
et par suite
r=y+ip* (mod. p=+1\.

On voit ainsi qu'a une solution y correspond une solution x el une
seule ; il est d'ailleurs aisé de voir directement que la congruence
=D (mod. p°)
ne peut avoir que deux solutions lorsque D n'est pas divisible par p.
En effet, », désignant une solution, x, n’est pas divisible par p; or
on doit avoir :
(x—x)(z+2)=0 (mod. p*};
2z, n'étant pas divisible par p, les deux facteurs ne peuvent pas étre
divisibles par p; I'un des deux est donc divisible par p* et I'on a les

deux solutions :
r=uz, (mod. p?),

r= -z, (mod. p?).

35. Passons mainlenant au cas ou le module est une puissance
de 2; nous supposerons, d'aprés ce qui précéde, que D est un nom-
bre impair; il en résulte que z doit &tre aussi un nombre impair. 11

est clair que la congruence
=D (mod. 2),

ou D désigne un nombre impair, admet dans tous les cas la solution
unique

r=1 (mod. 2).
Passons 2 la congruence

=D (mod. 4).
On vérifie immédiatement que le carré de tout nombre impair est
de la forme 4n--1; cctte congruence n'est donc possible que si
I'on a

D=1 (mod. 4)
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et elle admet dans ce cas les deux solutions

r=1 (mod. 4),

r=3 (mod. 4).
Considérons enfin la congruence

2=D (mod. 8).

Tout nombre impair étant de la forme 4k =+ 1, son carré est de
la forme 8n+4; la congruence n’est donc possible que si I'on a

D=1 (mod. 8)
et elle admet alors les quatre solutions

T= r=3

r—3 P (mod. 8).
Nous pouvons maintenant étudier en général la congruence
»=D (mod. 227').

Nous allons montrer que, a étant plus grand que 2 (au moins égal a
3), on peut déduire une solution x de cette congruence de toute solu-
tion y de la congruence
y»=D (mod. 2%).
En effet, posons
T=y+ A2

y*—D=M.2,
il vient
P —D=2M+2ry+2.22)=0 (mod.2*+)

et par suite, z—2 étant positif et non nul,

Mi+ly=0 (mod. 2),
congruence qui donne toujours une valeur de 1, puisque y est im-
pair.
Nous avons ainsi montré que la congruence
=D (mod. 2°)

est possible, lorsque a est plus grand que 3, dans les mémes cas
que lorsque a = 3, c'est-a-dire si l'on a
D=1 (mod. 8).
En y regardant de prés, notre démonstration prouve méme que le

nombre des solutions est toujours égal & quartre, lorsque la con-
gruence est possible, comme dans le cas du module 8 ; mais ¢'est
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un point qu'il est aisé de vérifier directement ; soient = et z, deux

solutions de la congruence
=D (mod. 27);

z et z, sont impairs; x—x, et z+z, sont donc tous deux

divisibles par 2, mais ne peuvent pas étre tous deux divisibles

par4;orona
(2 —zy) @+ 20) =0 (mod. 2%);

deux hypothéses seulement sont donc possibles :
T—x,=0 (mod.2)

I 3 z—z,=0 (mod.2¢1).
z+2,=0 (mod. 2**)

+zxr,=0 (mod. 2)

On en déduit les quatre solutions distinctes de la congruence :

==z,
% (mod. 2°).

r =z, + 2>

En résumé, pour que la congruence
=D (mod. m)

soit possible, il faut et il suffit :

1° Que D soit résidu quadratique de tous les facteurs premiers im-
pairs qui figurent dans m ;

20 Que D soit de la forme 4n—+4 si m est divisible par 4, et de
la forme 8n—+1 si m est divisible par 8.

On suppose bien entendu que D et m sont premiers entre eux.

II. — Résidus quadratiques.

36. Il nous faut maintenant étudier la question que nous avons
laissée de cGté : & quelles conditions un nombre D est-il résidu
quadratiqgue d'un nombre premier impair p? L'étude de cetle ques-
tion trés importante et des problémes qui s’y rattachent immédia-
tement fera I'objet de la fin de ce chapitre.

Le procédé a la fois le plus élémentaire et le plus simple pour
rechercher les résidus quadratiques d'un nombre premier p, consiste

évidemment 3 former les carrés des nombres 1, 2,3, ..., p—1 et
3 prendre leurs résidus minima par rapport a p. Il est clair que
tout nombre x étant congru a I'un des nombres 1, 2,3, ..., p—1,

son carré 2* sera congru au résidu minimum du carré de I'un de
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ces nombres. Soit, par exemple, p = 7; formons les carrés des

6 premiers nombres,
1, 4,9, 16, 25, 36;

leurs résidus minima (mod. 7) sont

1,4,2, 2, 4 1.
Donc: 1, 2, 4 sont résidus qu-adratiques de 7 (ou plus simplement
résidus) ; 3, 5, 6 seront dits non-résidus.

On apergoit sur cet exemple un fait qui est évidemment général ;
les résidus minima étant inscrits en ordre sur une méme ligne, les
termes équidistants des extrémes sont égaux; en d’autres termes
les carrés des nombres @ et p —a ont méme résidu. On a
en effet

a®=(p—a) (mod. p).
11 en résulte que, pour obtenir les résidus de p, il suffit de faire les

carrés des nombres 4, 2, 3, ..., 7%‘ Le nombre de ces résidus

est donc au plus égal & d _2_ 1 ; il est facile de voir qu'il a préci-
sément cette valeur. En effet, si a et b désignent deux nombres
inégaux de la suite 1, 2,3, ..., p-;‘l

, ilestclairque a—& ni

a+b ne peuvent é8tre divisibles par p; on ne peut donc pas avoir
at =0 (mod. p).

p—

11 y a done d j 1 résidus et non-résidus.

11 est clair q_ue le produit de deux résidus D et D' est un résidu;
carsil'ona

»=D (mod. p),

=D mod. p),

il en résulte ( P)
(zz’)* = DD’ (mod. p).

Cela posé, considérons un systéme complet de restes (*) (mod. p);
il comprend d ;l d ; non-résidus. Si on mul-
tiplie ce systéme complet de restes par un résidu R, on obtient

encore un systéme complet de restes, c’est-a-dire P ; 1 résidus

résidus et

(*) lci et dans la suite, lorsqu’il sera question de systéme complet de restes, nous
excluons le reste zéro.
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p_.
2

résidus proviennent de la multiplication par R des

p—1
2

p.—-

et

non-résidus. Mais d'aprés ce qui précéde les
P ;_l résidus;

donc les non-résidus proviennent de la multiplication par

Rdes L T,{ non-résidus, c’est-a-dire que : le produit d’un résidu -

par un non-résidu est un non-résidu. On démontrerait de méme, en
considérant le systéme complet de restes qu'on obtient en multi-
pliant un systéme complet par un non-résidu, que : le produit de deux
non-résidus est un résidu. Ces diverses propositions vont d'ailleurs
apparaitre bientét comme évidentes.

37. 1] est assez naturel de considérer la congruence
=D (mod. p)
comme un cas particulier de la congruence bilinéaire
yi=D (mod. p).
Nommons, pour un instant, nombres associés, deux nombres y et z
qui satisfont simultanément & celte congruence bilinéaire. Il résulte
des propriétés des congruences du premier degré que tout nombre
a un associé et un seul ; d’'ailleurs deux nombres associés ne peu-

vent étre égaux que si D est résidu quadralique de p, etleur valeur
commune satisfait a la congruence
*=D (mod. p).

Celle congruence admettant deux solutions z, e¢ p—uzx, dont
le produit est congrud — x} c'est-a-direa -—D, il en résulte
que : lorsque D est vésidu de p, ily a deux nombres égauc chacun a
son associé ; leur produit est congru @ — D.

Il résulte de ce qui précéde que:

1°Si D est non-résidu de p,les p—1 nombres 1, 2, 3, ...,

. e —1
p—1 sont associés deux i deux; ils forment 4 > groupes,

le produit des nombres de chaque groupe étant cong-;'u aD;ona
donc )

: =
1.23...(p—1)=D" (mod. p);
2° Si D est résidu de p, il y a deux de ces p—1 npombres
(x, et p —z,) dont le produit est congru 2 —D; les p—3




RESIDUS QUADRATIQUES 19

autres sont associés deux a deux comme précédemment et par suite
—A1
forment o 1 groupes; on a donc

»—t

1.23...(p—1)=—D7 (mod. p).

Si nous remarquons que le nombre 1 est évidemment résidu qua-
dratique, nous retrouvons le théoréme de Wilson :

1.23... (p—4, =—1 (mod. p);
mais il faut remarquer que cette démonstration ne différe pas de
celle que nous en avons déja donnée. En faisant usage de ce théo-
réme nous voyons que l'on a

Pagut)
D =+1 (mod. p)
st D est résidu ; et
=t
D?* =-—{ (mod. p)

si D est non-résidu.

Comme tout nombre est nécessairement résidu ou non-résidu et
que ces deux congruences sont incompatibles, il en résulte que, ré-
ciproquement, lvute solution de la congruence

=1
z?* —1=0 (mod. p)
est un résidu et toute solution de la congruence
rt
z? +1=0 (mod. p)
un non-résidu.
—1q .
Chacune de ces congruences a donc P 3 solulions; on a
d’ailleurs toujours
=1 (mod. p),

ce qui est une démonstration nouvelle du théoréme de Fermat.
On pourrait raisonner de méme sur la congruence bilinéaire
y:=D (mod. m)
dans le cas ou le module m n’est pas premier ; mais il faudrait ex-
clure complétement les nombres D, y et z qui ne seraient pas pre-
miers avec m. On voit alors facilement qu’'en désignant par ¢(m) le
nombre des entiers premiers avec m et non supérieurs & m, et par
¢(m) le nombre des solutions qu'admet la congruence
=D (mod. m)
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dans les cas ou elle est possible, on a :

2 p(m)

D=1 (mod. m)
lorsque cette congruence est possible, et
1 1
D" = (— i)ﬂ"'m) (mod. m)

lorsqu’elle ne I'est pas. Mais ceci ne constitue un théoréme vraiment
intéressant que lorsque ¢(m) n’est pas divisible par 4, c'est-a-dire
lorsque m est égal & une puissance d’'un nombre premier impair, aun
double d'une telle puissance, ou égal & 4. Sinon, on a toujours

1
= ¢(m)

D=1 (mod. m)
et on ne peut dislinguer ainsi si la congruence
=D (mod. m)

est possible ou non. Aussi nous bornons-nous au cas ol le module
est un nombre premier.

38. Nous conviendrons de représenter avec Legendre, par le sym-

bole
( )
14

I'unité précédée du signe + ou du signe — suivant que D est résidu
quadratique ou non-résidu quadratique du nombre premier p.

On a ainsi toujours
D\ /D
56 =
P/ \p

(g) = D¥ (mod. p).

Il résulte immédiatement de cette congruence I'égalité fondamen-

&) - B)2)

qui exprime des théorémes déja établis direclement.
Etant donné un nombre premier P, le probléme de rechercher les
nombres qui sont résidus et non-résidus ne présente aucune diffi-

ect, d'aprés ce qui précéde,
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culté ; il suffit, comme nous I'avons déja dit, de former les carrés des

termes de la suite 1, 2, 3, . ., L?

Le probléme suivant est beaucoup plus difficile : étant donné un
nombre D, trouver les nombres premiers p, tels que D soit résidu
quadratique. de p. Ce probléme s'est présenté depuis longtemps
sous une forme & peine différente; il n'a été résolu complélement
que par la belle découverte faite par Euler et par Legendre de la loi
de réciprocité. Cette loi est ainsi nommée parce qu’elle établit une
réciprocité remarquable entre deux nombres premiers quelconques
p et ¢. Si p et ¢ ne sont pas tous deux de la forme 4n—+ 3, ou bien
chacun d'eux est résidu quadratique de I'autre, ou bien chacun d’eux
est non-résidu quadratique de I'autre. Si p et ¢ sont tous les deux
de la forme 4n—+-3, l'un des deux est résidu quadratique de I'au-
tre, lequel est non-résidu du premier. Nous reviendrons d’ailleurs
sur cet énoncé pour le généraliser et le traduire analytiquement.

III. — Caractéres quadratiques. Symbole de Legendre.

39. Indiquons maintenant comment le probléme qui nous occupe
s'était posé i Fermat et, aprés lui, & Euler et Lagrange. Ces géomé-
tres s’élaient proposé de rechercher si la forme

1 — Du?

peut étre divisible par un nombre premier p, pour des valeurs en-
tieres convenables des variables ¢ et u. Le nombre p est alors dit
un diviseur de cette forme. Par exemple, le nombre 7 est un divi-
seur de la forme

! —2y°,
carpour =3, y =1, cette forme est divisible par 7.

Le probléme de trouver les diviseurs de la forme {* —Du® est
complétement équivalent & celui que nous nous proposons; on sup-
pose, bien entendu, que ¢ et u sont premiers entre eux, car tout divi-
seur commun a ¢ et u divise la forme. Sip est un diviseur de la
forme, il ne peut diviser u; sinon il diviserait ¢; on peut alors trou-
ver un nombre y tel que

uy =1 (mod. p).

THEORIE DES NOMBRES. 6
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On a alors
y(* —Du?) =0 {mod. p),
d'ou
(ty =Duly* =D (mod. p.),
c'est-d-dire que D est résidu quadratique de p; réciproquement
si D est résidu de p, il existe un nombre x tel que

*—D=0 (mod. p),

et #*—Du* estdivisible par p pour t =2, u=\1.
Le probléme que nous nous proposons peut s’énoncer ainsi : D
étant un nombre donné, trouver un critérium aussi simple que pos-

sible pour trouver, quel que soit p, la valeur du symbole (;’-) ||

est clair qu'on peut toujours supprimer dans D les puissances paires
des nombres premiers qui y figurent : sil'on a

D = ¢*D’,

-0 -G)

p P/\P/\P p

On peut donc supposer que D ne renferme que des facteurs premiers
3 la premiére puissance. Nous verrons que lorsque D est un nombre
premier, le critérium dont nous venons de parler (qu'on appelle le

caractére quadratique de D) dépend uniquement du reste de la divi-
sion de p par 4D ; nous démontrerons par exemple que 1'on a

G-

si le reste de la division de p par 8 est 1 ou 7, et dans ces cas seu-
lement. De méme, pour que

G-

il est nécessaire et suffisant que le reste de la division de p par 12
soit 4 ou 11. On en conclut que le caractére quadratique d’un nom-
bre composé se déduit immédiatement de celui de ses facteurs pre-
miers. Par exemple, en admettant les résultats qui précédent, on
voit que I'on a -

3)-

il en résulte
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si le reste de la division de p par 24 est 1, 3, 19 ou 23. Il suffit en
effet de former le tableau suivant :

2 3 6
=) () | ) | ()
1 —+1 +1 “+1
5 —1 —1 +1
7 +1 —1 —1
11 —1 -+1 —1
13 —1 +1 —1
17 +1 —1 —1
19 —1 -—1 +1
23 —+1 +1 +1

11 nous suffit donc de traiter le probléme lorsque D est un nombre
premier ; comme nous ne supposons pas que D est positif, nous
examinerons successivement les cas suivants :

1° D=—1;

2 D=2,

3° D = un nombre premier impair positif.

40. Le casou D= —1 se traite immédiatement. D’aprés une
formule déja établie, on a

(5) -

(5

si p est de la forme 4n—+1; et

(5)-—+

si p est de la forme 4n-+3.

c’est-a-dire
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La forme - t* + u* admet donc pour diviseurs les nombres premiers
de la forme - 4n +1 el ceux-la seulement. Nous reviendrons sur
cette proposition qui est I'une des plus importantes de I'Arithmé-
tique. Elle était connue de Fermat, ainsi d'ailleurs que les résultats
que nous allons démontrer pour le nombre 2. Nous allons faire voir
que 2 est résidu quadratique des nombres premiers de la forme
8n 41 et non-résidu de ceux qui ont la forme 8n—+3. Ces pro-
positions seront bientdt élablies simultanément par une méthode
générale due & Gauss ; mais les démonstrations particuliéres qui en
ont été données sont intéressantes & connaitre. Montrons d'abord
que 2 est résidu quadratique des nombres premiers p de la forme
8n + 4. Nous nous appuierons pour cela sur une proposition éta-
blie dans la théorie générale des congruences (Ch. 1) : toute con-
gruence (mod. p) dont le premier membre divise z*!'—1 a autant
de racines qu'il y a d'unités dans son degré. Or p étant de la forme
8n+1, ' —4 est divisible par 2°—4 et par suite, par
z*+1; la congruence

+1=0 (mod. p)
a donc quatre racines. Si z désigne 1'une d’elles, on a
(4142 —22 =0 (mod. p),

ce qui montre que p est un diviseur de la forme ¢ —2u?, car
z* +1 et z sont premiers entre eux; donc2 est résidu de p.

Supposons maintenant que p soit de la forme 8n=3; il faut
montrer que la congruence

n—2=0 (mod. p)

est impossible. On’ le vérifie sans peine pour p = 3. Si donc la
proposition n'était pas vraie, il existerait un nombre premier p de
la forme 8n==3, tel que la proposition soit en défaut pour ce
nombre, tout en étant vraie pour tous les nombres premiers de
méme forme inféricurs & p. Il suffit donc de démontrer I'impossibi-
lité d'une telle chose. Si le nombre p existait, la congruence

»*—2=0 (mod. p) p=81+3 ou 8n—+45

aurait deux solutions inférieures & p; l'une d'elles serait un nom-
bre impair ; désignons-la par z. Nous allons faire voir que, = étant
impair et inférieur & p, x*—2 ne pourrait étre divisible par p
sans étre divisible par un nombre premier de méme forme et infé-
rieur & p. En effet, le carré de tout nombre impair étant de la forme
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8n+1, 2*—2 estdelaforme 81— 4 etnepeut par suite étre
ald p; onado

ég p; O ne 22— of,

[ étant plus grand que 4. f est d’ailleurs inférieur & p, puisque = est
inférieur & p; tous les facteurs premiers de / sont donc inférieurs
4 p; il suffit donc de montrer que I'un au moins de ces facteurs est
de la forme 8n+3 ou 8a+5. Or, sitous ces facteurs étaient
de la forme 8n—+1 (ils sont nécessairement impairs), leur pro-
duit f serait de la forme 8n==1 et le produit p/ ne pourrait étre
de la forme 8n—41, ce qui est conlraire & ce qu'on vient de
voir.

11 reste 2 montrer que 2 est résidu des nombres premiers de la
forme 8n-+-7; pour ces nombres —4 est non-résidu; il suffit
donc de montrer que —2 est non-résidu. Il résulte de ce qui pré-
céde que pour les nombres premiers de la forme 8n-+5, 2 étant
non-résidu et —14 résidu, —2 est non-résidu. Nous allons
faire voir en méme temps que 2 est non-résidu ‘pour les nombres
premiers-de I'une des formes 8n+3 ou 8n—+7 (ou silonveut
8n—1 et 8n—3). Nousavons déja vu que cette proposition est
vraie pour p =25; il suffit donc de démontrer la non-existence
du plus petit des nombres premiers pour lequel elle ne serait pas
vraie. C’est exactement la méme marche que nous venons de suivre.
Si I'on avait

z' +2 = pf,

z étant un nombre impair positif inférieur & p et p un nombre de la
forme 81—1 ou 8n—3, f admellrait au moins un facteur
premier inférieur & p et de I'une de ces deux formes. En effet, si
tous les facteurs premiers de f avaient la forme 8n-+1 ou 8n+3,
il en serait de méme de f et le produit p/ aurait I'une des formes
8n—1 ou 8rn—3, cequiestimpossible puisque z*+2 estde
la forme 8n-+3.

Les démonstrations précédentes sont dues & Legendre; M. Stieltjes
a donné récemment (*) une analyse plus simple que nous allons re-
produire.

Soit p un nombre premier impair; considérons la suite des

(*) Bulletin des sciences mathématiques, 1884.



86 THEORIE DES NOMBRES

p—1 nombres
1,23, ..... , p—1

et supposons que nous écrivions au-dessous de chacun d’eux le si-
gne ~+ ou le signe — suivant qu’il est résidu ou non-résidu qua-
dratique de p. Recherchons le nombre des changements de signe
que présente cette suite de signes (A); il y a un changement de signe
entre deux nombres k&, k-+1 dans le cas et seulement dans le
cas ol le nombre r;, supposé plus petit que p et défini par la relation

k-+1=kry (mod. p)
est non-résidu quadratique de p. Mais les nombres
Ty Tay T3y onnnn y Tpa
sont visiblement, dans un certain ordre, les nombres

2 3,4, ..... , p—1,
car les r sont tous différents et aucun d'eux n'est égal 2 un. Il y a
. —1 . . —
donc parmi eux 4 3 non-résidus et par suite P ) change-

ments de signe dans la suite (A).

Supposons maintenant p=1 (mod. 4. Le nombre des change-
ments de signe de la suite (A) étant pair et le premier nombre 4 de
cette suite étant résidu, il s’ensuit que le dernier p —41 ou —1
est aussi résidu. Deux nombres k et p—k sont donc en méme

temps résidus ou non-résidus; si donc on forme la suite analogue -

a (A),
p—1
B) - 1, 2,38, ..... T
( ) ) ) 3s 2
elle produira un nombre de changements de signe égal &
P_:_‘ —n

Si in est pair, c'est-d-dire p=1 (mod. 8), le dernier nombre
p —

sera résidu et par suite 2 sera résidu.

p—

3 et 2 seront

Si n est impair, c'est-2-dire p =35 (mod. 8),

non-résidus.

Soit en second lieu p =3 (mod. 4); le nombre des change-
ments de signe dans la suite (B) sera égal & p—3

tenant p—;i étant impair, — 1 est non-résidu.

=n, carmain-
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Si n est pair, c'est-d-dirc p=3 (mod. 8), d ; ! sera résidu
et partant 2 sera non-résidu.
Si n est impair, c'est-d-dire p =7 (mod. 8), pT-—-i sera non-

résidu et 2 sera résidu.

41. Nous arrivons maintenant ag cas ot D est un nombre premier
impair. La solution du probléme est alors donnée par la loi de réci-
procité de Legendre (*). Il existe plusieurs démonstrations de cette
loi, I'une des plus belles propositions de I'Arithmétique ; Gauss seul
en a donné siz; certaines de ces démonstrations reposent sur des
notions trés élevées d’analyse mathématique et ne sauraient trouver
place ici; les plus simples reposent sur un lemme d0 & Gauss qui
est fort intéressant en lui-méme. Il fournit en effet une expression

analytique du symbole 2) et de plus donne immédiatement le

caractére quadratique du nombre 2. Nous allons donc nous occuper
d'abord de ce lemme.

Soit D un nombre quelconque non divisible par le nombre pre-
mier impair p. Formons les nombres

Tous les termes de cette suite sont incongrus entre eux, ¢'est-a-dire
que la différence de deux termes ne peut pas étre divisible par p;
la'somme de deux termes ne peut pas non plus étre divisible par p.
Pour chacun des termes, je cherche le résidu minimum absolu par

rapport & p, cest-a-dire le reste plus petit en valeur absolue
que P soit i le nombre de ces restes qui sont négatifs. La propo-

2
sition de Gauss consiste dans I'égalité

5)-vr

Pour la démontrer, désignons par

(*) On donne & cette loi le nom de Legendre parce que, le premier, il I'a énoncée
en indiquant son importance. La démonstration qu'il en a donnée présentait d'ail-
leurs une lacune. Euler avait toutefois énoncé cette loi avant Legendre.
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les restes positifs, et par
) - ph - ph ----- + pll

les restes négatifs. La différence ou la somme de deux quelconques

deces A4-p = p_g_l restes ne peut pas étre divisible par p; il

en résulte que les nombres positifs

Ay %3y evy Xy ph p’a LR} py.
sont tous incongrus entre eux et sont par suite dans un certain ordre
les nombres

—1
1, 2, 3, 3—2—

On a donc

—1
z,.a,....a,.p,.p,....p,,=1.2.3.....Z’T-

Mais d’apres la définition méme des « et des §, on a

w.3.. o(— B)—B...(—B)=D.2D.3D... P=2D (mod. p),

2
c'est-a-dire
— P
(—1)P.ay. 2. ... 8.8y, Bo=1.2.... P_2_i_ -D?* (mod. p).
Il en résulte
-p;l
Dt =(—1p (mod. p)

et par suite

@)=

On peut remarquer que p désigne le nombre des restes minima po-
sitifs des nombres

qui sont plus grands que %

L’application au cas o D=2 est immédiate; les restes mi-
nima de ces nombres sont ces nombres eux-mémes :
2,46, ..... , p—1,
et p est égal au nombre des nombres pairs compris entre P etp, ou,

2
ce qui revient au méme, au nombre des nombres entiers compris
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entre%’ et g si B ; 1 esi pair, ce nombre est égal & P%! ; si
Ld ;i est impair, ce nombre est égal & B—_‘*i; dans le premier
cas ;- 1 est impair et I'on peut écrire
1
p= P-;- ® ~ (mod. 2).
1 +1 p—1 1—1
Or P+ = 4 P _P .

2 2 4 8

Dans le second cas, on a de méme

= (mod. 2).

p=

Donc dans tous les cas, on a

Q-1

ce qui donne les régles énoncées plus haut.

42. Si nous revenons au cas général, nous voyons que le nombre
désigné par p est défini lorsque p est un nombre impair, qui n’est
pas nécessairement premier. On peut convenir de représenter par

(%) la valeur de (—1)*, dans le cas ol p n'est pas premier;

mais le symbole ainsi défini n’a de signification quadratique que
lorsque p est un nombre premier; il coincide dans ce cas avec le
symbole de Legendre. M. Schering et Kronecker ont montré que le
symbole ainsi généralisé a les propriétés du symbole de Legendre.
On peut remarquer d'abord que dans le calcul relatif au nombre 2,
on n’a jamais supposé que p soit premier ; on a donc toujours
7

(;}) =1,
p étant un nombre impair quelconque. De méme si D =—14, on
voit immédiatement que tous les restes minima absolus sont néga-
tifs ; on a donc
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et par suite, d’aprés la définition méme du symbole généralisé,

() =1r=-07.

Pour généraliser les autres propriétés élémentaires du symbole de
Legendre, il est commode de se servir d’'une expression analytique
de (—4)*, expression qui d'ailleurs nous sera utile dans la
suite.

Nous représenterons par R(z) le reste minimum absolu du

nombre z par rapport & p, de sorte que %“9 est inférieur a
% en valeur absolue et que I'on a
Raz)==< (mod. p).

Si en adoptant une notation due 4 Kronecker, nous désignons,
d’'une maniére générale par sgn. a (prononcez : signe de a) 'unité
précédée du signe + ou du signe — suivant que a est positif ou
négatif, on a

1

: (%) = sgn.azl_[’ R(aD).

Cette égalité a été démontrée lorsque p est un nombre premier

impair et sert de définition au symbole (-E) lorsque p est impair

et non premier.
11 est clair que I'on a

si
z=1z (mod. p);
et
) R(z) =— R (2"
si
=27 (mod. p).
Il en résulte que la congruence
D=D (mod. p)
entraine

() =G

ce qui était évident lorsqu'on supposait p premier.
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11 nous reste 4 démontrer 1'égalité fondamentale
D\ /DY _ /DD
() =)
3y Gy ..oyt — By —By .. — By
les restes minima absolus des nombres

Soient

D, 2D, 3D,...,—"p.
Les nombres

Xy, gy ... K, ph ﬁh"‘p

sont égaux, abstraction faite de I'ordre, aux nombres

1, 2, 3,...,”—';—1-

On peut done, pour calculer (%) » prendre les restes minima ab-

solus des nombres
a D', aD, ... D"; BD, ..., 8D
On peut donc écrire

(%') = sgo. [JR(:D). R(pD).
S(8D') = — R(— D)

et le nombre des B est égal & 1; on a donc
D
(;) = sgn. (— 1P [[ R0 1R(— pD)

ou bien, en multipliant par (?’) ou (—1),

(2) (I_") = sgn. JJR(aDR(— pD).

Mais on a

P/\P
Mais les a et les —f sont respectivement congrus aux nom-
bres D, 9D, ...,p;lD; on a donc
.,=P;‘

(;)(I;'> sgn. 1’[ RlaD.D) = (D:I)
C. Q. F. D.

Donc pour déterminer le signe du symbole (g), on peut décom-
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poser D en facteurs premiers et considérer les facteurs premiers qui
figurent dans D avec un exposant impair ; il suffira de faire le pro-

duit des symboles relatifs a chacun de ces facteurs.

Indiquons enfin la représentation analytique du symbole (g) due

4 Eisenstein; elle n'introduit pas de symboles 4 définition arithmé-
tique, tels que R(z} ou sgn.a. Remarquons d’abord que l'on a

sgn. sin ? = sgn. R(aD)

et par suite
=t
D) . 2naD
—) = sgn. sin ——-
() = Mo
. pas p—1
Or, a étant inférieur & — I'on a
. 2na
sgn. sin — = +1;
r
donc
== . 2xraD
D t sin >
(5) = sgn. H 9ra
e=1 Sin —
r
. . r—1
Mais en valeur absolue, le produit des —5
teur a la méme valeur que le produit des P;
nateur ; on peut donc supprimer le symbole sgn
a=Et . 2maD
D 1 sin ?
(}7) = ]] . %ra
a=1 8in—
p

sinus du numéra-

sinus du dénomi-

. et écrire

Dans le cas ou D est un nombre impair, on voit facilement que

I'on peut écrire aussi

a=2= . waD
sin ——

F)=1 —2%

e=1 8in —
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. . - - D
Cette expression analytique a conduit Eisenstein & poser (-I—,) =0,

lorsque D n’est pas premier avec p.

IV. — Loi de réciprocité. — Applications.

D
43. Nous allons démontrer maintenant sur le symbole (;) géné-

ralisé une proposition qui se réduit 4 la loi de réciprocité de Le-
gendre lorsque D et p sont deux nombres premiers. Cette proposi-
tion consiste dans I'égalité

(g) (Ig’) = (—1)}‘—:' : ’—;"

dans laquelle p et ¢ sont deux nombres impairs positifs quel-
conques. Si P'on suppose que p et ¢ sont premiers, chacun des sym-
boles qui figurent dans le premier membre a une signification qua-
dratique et la formule se traduit ainsi en langage ordinaire :

Si l'un quelconque des nombres p et q estde la forme 4n-—+1:
si p estrestede q, q estrestede p el si p est non-reste de ¢, q est
non-reste de p.

Si, au contraire, p et g sont tous deur de la forme 4n—+3: si
p estreste de q, q est non-restede p et si p est non-reste de q,
g est non-reste de p.

C’est 1a loi de Legendre.

Nous allons démontrer la proposition plus générale qui vient
d'étre énoncée. Pour cela écrivons

_rt

(%) = sgn.ai:[TQ{(aq).

Pour que R(ag) soit négatif, i/ faut et il suffit qu'il y ait un
entier 2, tel que I'on ait simultanément
pxy > ag,

pry < aq +§1

ou simplement (aq — px,)(aq — pzy + g) < 0.
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D'ailleurs si 2 désigne un entier différent de z, on a

(ag — pz)(aq—Pz + %) >0,
car, si z estplus petit que z, les deux facteurs sont positifs; si z est
plus grand que z, les deux facteurs sont négatifs. Si donc n désigne

un entier supérieur ou égal & x,, on a
E— ]

sgn. R(ag) = sgn.H(aq — px)(aq —px + %) .

=1
Orona
pr < aq +-g—
et
a << —i
Donc

p—4 . p_P P
pT < 3 q+2<2q+2,

et par suile

z< E_‘
ou, puisque ¢ est impair et x entler,
x < %.
On peut donc prendre
O
)
et écrire
=t
sgn. R(ag) = sgn. H (ag — pa:)(aq- p.r+§)
=
Par suite
¢=t' a=F=t ,__9:_‘.

3
(;’—,) = sgn. I[ R(ag) = sgn. ] I[ (ag— pz)(aq—pr-t—p)
B a—={ r=1
Nous pouvons écrire

¢_P__—jx ﬂ—l ‘_p—l 2=t 9—1

(—)_sgn H H(aq px) X sgn. II Hkaq—'p“"" )

a=1 =1 a=1 =1




L0l DE RECIPROCITE 95

Remplagons dans le dernier produit 1a variable z par % —y;
y variera comme z de 1 & i ; d » el l'on aura
ag—px +g— = aq -+ py _%Z’
d’ou
a—= P—_—i .r__q—_-l P_ q_’
() === 11 IT r—re1 n TT (or+r0—22)
=1 =1 y=t

ou, en réunissant de nouveau les deux produits et remplagant = et
y par b,

(2) = sgn i;[T _]_:[T(aq — bp)(aq +bp —ﬂ')

(g)_sg“ II 11 ¢r— aq)("r—*-aq—’i?)

a=1 b=—1

Done
p— q—
(2)(2) = sem. 11 ]1 [— (ag — bp)).
Le nombre des facteurs est égal & L;—i . q—;— puisque a doit

prendre 2 ;i valeurs et 6, q_—z:_i On a ainsi finalement

{O--oF

Cette démonstration est due i Kronecker.

44. On peut rendre la démonstration de cette égalité intuitive en
s'aidant de quelques considérations géométriques (*).

(°) Cf. Cayley. Collected Mathematical Papers, tome Il.
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Désignons par p et ¢ deux nombres impairs premiers entre eux :
tragons deux axes rectangulaires Oz, Oy; prenons sur Oz une
longueur OP égale & p et sur Oy une longueur 0Q égale & q.

yl
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Achevons le rectangle OPRQ et tragons ses diagonales OR et
PQ qui se coupent en I, et ses axes de symétrie MM’ (a: = g)

2
coordonnées entiéres situés & Pintérieur de ce rectangle (non sur le

périmétre) ; p et ¢ étant impairs et premiers entre eux, aucun de ces
points ne se trouve sur les droites MM’, NN, OR, PQ. On a tracé
sur la figure (faite dans I'hypothése p =19, ¢ =17) les paralléles
aux axes qui déterminent ces points, en forgant le trait pour celles
de ces droites dont I'abscisse ou 'ordonnée est paire. Nous désigne-
rons par © ceux de ces points dont les deux coordonnées sont paires,
par a ceux dont I'abscisse seule est paire, par o ceux dont I'ordon-
née seule est paire et par i ceux dont les deux coordonnées sont
impaires.

On apergoit immédiatement la vérité de propositions telles que
la suivante : le symétrique d'un point ¢ par rapport 3 MM' est un

et NN’(y = _q_)_ Nous considérerons uniquement les points de
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point a; donc le nombre des points ¢ compris & I'intérieur d'un con-
tour fermé quelconque C est égal au nombre des points a compris
a l'intérieur du symétrique C' de C par rapport & MM'. Nous nous
appuierons sur cette proposition ou d’autres analogues pour avoir une

expression simple du symbole (%), nous avons vu que 'on a

@)

i+ désignant le nombre des restes minima des nombres

. —1
Ty 29s 39,-- 1p—2

qui sont supérieurs i P, Or le reste minimum d'un nombre ag est

2
. . . L P . . 229
inférieur ou supérieur a 3 suivant que la partie entiére de — est

paire ou impaire. Done p est congru, suivant le module 2, a la
somme des parties entiéres des nombres

2 4 67 . =Yg

p P P P
Mais la partie entiére du nombre i par exemple est égale au

nombre des points d’'ordonnée enti¢re situés sur la droite
=4
entre I'axe des z et la droite OR dont 'équation est
y= g— x.

p
Donc p est congru (mod. 2) au nombre des points d’abscisse paire

et d’ordonnée entiére, c’est-d-dire des points » et a, compris a U'inté-
rieur du triangle OPR. Mais le nombre des points a compris &
Tintérieur de OPR est égal au nombre des points w compris &
Iintérieur de PRQ ; donc ;2 est congru(mod. 2) au nombre des points
= compris 4 l'intérieur des triangles OPR et PRQ. Or ces deux
triangles ont une partie commune IPR, et les points = compris &
I'intérieur de cette partie commune étant comptés deux fois, nous
pouvons les supprimer et conclure que p est congru (mod. 2) au
nombre des points = compris 4 lintérieur des deux triangles
OPI, QRIL. On verrait de méme que I'on a

2=t

THEOKIE DE3 NOMBRES 7
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p' élant congru (mod. 2) au nombre des points = compris a I'inté-
rieur des deux triangles OQI, PRI; donc

() =

@ -+ ' étant congru (mod. 2) au nombre lotal des points © silués
a l'intérieur du rectangle OPRQ, c'est-a-dire a
p—1 g—1
e T’
ce que l'on voulait établir.
Cette représentation géoméltrique permet de démontrer une pro-
position uliliséc comme lemme dans certaines démonstrations de la

loi de réciprocité.
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Le nombre des points w compris & I'intérieur des triangles IMP,
IM'R, IM'Q, est égal au nombre des points o, i et a situés 4 I'intérieur
de OMI; donc le nombre des points @ situés a I'intérieur de OPI et
RIQ est égal au nombre des points w©, a, o et 1, c'est-a-dire de tous
les points de coordonnées entiéres situés al'intérieur de OMI. Or en
faisant une transformation homothétique avec un rapport d’homo-
thétie égal & 2, le pdle élant le point O, on voit que le nombre des
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points de coordonnées entiéres situés a I'intérieur de OM1 est égal au
nombre des points de coordonnées paires situés a I'intérieur
de OPR (*). Donc ¢ est congru & ce nombre; c'est-d-dire que p est
congru a la somme des parties entiéres des nombres

C’est le lemme dont il vient d’étre question. Réciproquement, si on
admet ce lemme, la démonstrationde la loi de réciprocité est immsé-
diate avec notre figure ; p est congru au nombre des points = situés
a l'intérieur de OPR ; p' est congru au nombre des points » situés
a l'intérieur de OQR ; donc p—+ ' est congru au nombre total
n—1 g—1

2 2

45. Nous pouvons maintenant résoudre d’'une maniére générale la
question que nous nous étions posée: D étant un nombre impair
donné, trouver un critérium aussi simple que possible faisant

de ces points, c'est-d-dire &

- D . N
connaitre le signe de ( —). Nous supposons simplement p impair

et premier avec D; si p est un nombre premier, le symbole a une
signification quadratique.
On aper¢oit immédiatement que 'on a

D\ _ (P\ 55
)= (B)=o7"
Or la valeur de (E) ne dépend que du résidu minimum de p

b »1 v
{mod. D); la valeur de (— i)_’ T ne dépend que du résidu
minimum de p (mod. 4) (et méme en est indépendante si D est de la
forme 4n + 1). Onen conclut que, dans tous les cas, la valeur de

(g) ne dépend que du résidu minimum de p (mod. 4D), résultat

que nous avions déjA énoncé sans démonstration ; on voit méme
que si D est de la forme 4n-1, il suffit de considérer le résidu
minimum de p (mod. 2 D) (**).

(*) Remarquons, en passant que la série de transformations faites a pour résultat
de montrer que le nombre des points a situds a I'intérieur de OPR est pair.

1**, On ne considere pas le résidu minimum (mod. D) parce que celui-ci ne serait
pas nécessairement impair, et la loi de réciprocité ne s'applique gu'aux nombres
impairs.
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Soit, par exemple, D=3, ona 4D =12; les nombres
impairs inférieurs 4 12 et premiers avec 3 sont 1,5, 7, 11; on
trouve facilement

ovn Qe G- (@-e

Donc: 3 est résidu quadratique des nombres premiers de I'une des
formes 12n-4+1 et 412n+11 et non-résidu des nombres
premiers de I'une des formes 12n+5 et 12n 4 7.

Prenons comme second exemple D =3; D étant ici de la
forme 4n-+1, il suffit de considérer les nombres impairs pre-
miers avec D et inférieurs &4 2D; cesont 1,3, 7, 9; on trouve

D=t Bt @ @

Donc: 5 est résidu quadratique des nombres premiers de I'une des
formes 10n-+1 et 10n+9 et non-résidu des nombres premiers
de I'une des formes 10n—+3 et 10n+17.

46. La loi de réciprocité permet aussi de déterminer facilement la
valeur du symbole (-g) lorsque D et » sont de grands nombres.

Nous allons nous contenter d’indiquer le principe de la méthode
employée, sans entrer dans des détails sur les simplifications que
I'on peut y apporter.

Supposons par exemple D < p; sinon on remplacerait D par
son résidu minimum (mod. p). La loi de réciprocité donne

&)~ (7%

mais si nous désignons par p’ le résidu minimum de p (mod. D),

-0

On est donc ramené a calculer un symbole analogue, mais dans
lequel les deux termes sont respectivement inférieurs 2 ceux du
symbole proposé; on pourra continuer de méme, jusqu'a ce qu'on
arrive 4 des nombres trés simples.

1l faut remarquer que la loi de réciprocité ne s’applique qu'aux
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nombres impairs ; par suite, si p' par exemple est pair, on devra le
décomposer en un produit d'un facteur impair et d’'une puissance
de 2. Si 'exposant de cette puissance est impair, on devra appliquer
la régle qui donne le caractére quadratique du nombre 2. On peut
aussi éviter d’avoir a écrire des nombres pairs, en prenant tantot
le résidu minimum positif, tantét le résidu minimum négatif;
pour un module impair, I'un des deux est toujours impair. Mais on
devra se servir du caractére quadratique de —14, ou bien de la
loi de réciprocité généralisée pour les nombres négatifs; si I'onpose

par définition
D )]
(—_p) T (F)'

p étant positif et D positif ou négalif, on constate que la loi de réci-
procité s’exprime par la formule

)= Qe

e et n étant respectivement égaux 4 1 ou & zéro suivant que p et ¢
sont positifs ou négatifs ; en d'autres termes la loi de réciprocité
subsiste, & moins que les deux nombres p et ¢ ne soient négatifs.

En combinant les remarques précédentes, on arrive trés simple-
ment au résultat.

436 )

Soit par exemple 4 trouver la valeur de ( 873

Ona 436 = 22.109; donc
(%) = (&)
878/ — \813/°
D'ailleurs 109 — 4.27+4-1; donc
(109) _ (8_75> _ (8.109+3> _ (i)
878/ — \109/ — 109 ~\109/°
et puisque 109 est de la forme 4n-4-1:
()-(-()-
109/ —\ 3/ \3/ )

(436
875

Done

)=+t
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1l faut remarquer que, 875 n'étant pas premier, ce symbole n’a pas
de signification quadratique ; on aurait done pu procéder autrement,
en décomposant en leurs facteurs premiers le numérateur et le déno-
minateur. On a de cette maniére

() = (57) = (5) (F) = 6) G) =+




CHAPITRE V

DECOMPOSITION DES NOMBRES EN CARRES. — APPLICATIONS

I. — Formes en général. — Sommes de carrés.

47. Un des problémes les plus importants de la théorie des nom-
bres est celui de la représentation des nombres par les formes. Nous
ne pouvons pas songer ici 2 parler de tous les travaux auxquels ce
probléme a donné lieu; nous allons simplement en étudier quelques
cas simples, choisis de maniére & constituer une application immé-
diate des théories précédentes et & conduire 4 des notions nouvelles
intéressantes.

On sait que l'on désigne en Algébre sous le nom de forme tout
polynome homogéne; on distingue dans une forme deux choses
essentielles : le degré de la forme et le nombre des variables. Les
formes des degrés 1, 2, 3, 4 sont dites linéaires, quadratiques, cubi-
ques, biguadratiques; les formes i deux, trois, quatre variables sont
dites binaires, ternaires, quaternaires. Ainsi

az® + byst

est une forme cubique quaternaire ; act b sont les coefficients de la
forme ; x, y, z, t les variables. Une forme A coefficients réels est
dite définie lorsqu’elle garde toujours le méme signe, quelles que
soient les valeurs réelles attribuées aux variables ; une forme peut
étre définie positive (par exemple z*+14y?) ou définie négative (par
exemple: —a* —y*—z'); une forme non définie est dite
indéfinie. Une forme indéfinie peut pour des valeurs réelles des
variables prendre une valeur réelle quelconque donnée a I'avance.;
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une forme définie peut prendre toutes les valeurs d’un certain signe
et celles-12 seulement.

Nous avons rappelé ces définitions parce qu'elles subsistent en
Arithmétique ; sculement, on suppose essentiellement que les coeffi-
cients des formes sont des nombres entiers (positifs ou négatifs) et
que les variables prennent seulement des valeurs entiéres. Dés lors,
la valeur numérique de la forme est toujours un nombre entier ; de
plus, il est facile de s’assurer, qu'en général, cela ne peul pas étre
un nombre entier quelconque; par exemple, la forme z?* + 24*
ne prend jamais la valeur 5 quelles que soient les valeurs entiéres
de z et dey. Le probléme de la représentation des nombres par les
formes est dés lors le suivant : étant donnée une forme, trouver les
nombres entiers auxquels elle peut devenir égale (pour des valeurs
entiéres des variables, bien entendu); on dit que ces nombres
peuvent étre représentés par la forme.

Avant d'étudicer des cas particuliers de ce probléme, nous allons
présenter quelques remarques sur le cas général.

48. On se propose de rechercher quels sont les nombres suscep-
tibles d’'étre représentés par la forme de degré n

9(z, y, z).
Soit A, I'un de ces nombres :

Ay = 9(%0, Yoy 3)-
On aura, k désignant un entier quelconque,

k*Ay = p(kxy, ky,, kzy),
c’est-d-dire que de la représentation du nombre A,, on déduit une
représentation du nombre A"A,. Cette derniére représentation est
dite impropre ; on donne inversement le nom de représentation
propre a toute représentation dans laquelle les valeurs des variables
sont des nombres premiers entre eux dans leur ensemble. 11 est clair
qu'une représentation propre ne peut étre déduile d'une autre par
le procédé employé tout i I’heure; au contraire, toute représentation
impropre peut étre déduite de cette maniére d'une représentation
propre et d'une seule. On en conclut qu'il suffit d'étudier les repré-
sentations propres. Par exemple pour trouver toutes les représenta-
tions possibles du nombre p**q"A, (p et ¢ étant des nombres pre-
miers et A, n'étant divisible par la puissance ni¢me d’aucun nombre
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premier) par la forme de degré n : ¢ (z, y, z), il suffira de chercher
les représentations propres des nombres

Pq"A  PMP"As ¢"An P™A, PMA A,
On a ainsi décomposé le probléme cn plusieurs autres qui sont
essentiellement distincts.

Il est donc naturel d’étudier surtout les représentations propres ;
un premier exemple nous convaincra d'ailleurs de I'avantage qu'il
peut y avoir & les considérer exclusivement.

Nous allons nous occuper des formes qui sont des sommes de
carrés :

et nous supposerons essenliellement que les nombres z, y, z,..... sont
premiers entre eux dans leur ensemble. Cette hypothdse va nous per-
mettre d'établir des théorémes intéressants sur les sommes de deur
et de quatre carrés.

49. Le premier de ces théorémes est en quelque sorte un théoréme
d’Algébre; il consiste en ce que le produit de la somme de deux carrés
par la somme de deux carrés est aussi la somme de deux carrés; de
méme le produit de la somme de quatre carrés par la somme de quatre
carrés est aussi la somme de quatre carrés. 11 faut entendre ici par le
mot carré : carré d'une fonction entiére a coefficients entiers d'indé-
terminées d'ailleurs quelconques.

11 suffit, pour vérifier ces propositions, d'écrire les identités

(a*+ 6*)(2* + B?) = (ax + bB)* + (af — b=)*
et
(@4 6+ c*+d?)(a® B+ y* + 3%) = A+ B* + C*+ DY,

ou Fon a posé :

A = ax+ 6B+ cy+ds,

B = aB — ba + ¢d —dy,

C =ay—ca+df— b3,

D = a8 — da+ by —cp.
Si, en particulier, on suppose que a, b, ¢, d, a, 8, v, & sont des
nombres entiers, on a des théorémes d’arithmétique; c'est de ces
théorémes que nous allons nous occuper actuellement pour en
démontrer en quelque sorte la réciproque : si un nombre premier
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divise la somme des carrés de deux ou quatre entiers sans diviser tous
ces entiers, il est lui-méme la somme de deux ou de quatre carrés.
On voit aisément que cet énoncé revient au suivant : si un nombre
divise la somme de deux ou quatre carrés premiers entre eux (dans leur
ensemble), il est lui-méme la somme de deux ou quatre carrés.

Nous ne donnerons la démonstration que pour le cas de quatre
carrés, en ajoutant que, dans le cas de deux carrés, elle est fondée
sur le méme principe ct est plus simple.

Supposons donc que p divise la somme o+ 6+ c2-+d?, ou
a, b, ¢, d sont premiers entre eux. Nous pouvons remplacer a, b, ¢,
d par leurs résidus minima absolus par rapport 2 p; nous désigne-

rons par @, ¥, ¢/, d ces résidus inférieurs ou au plus égaux a 2

2 2
ils ne peuvent étre tous les quatre égaux a % puisqu'ils sont pre-

miers entre eux; on a done
2
a0 4 P d? < 4 ('—;) )
le signe < excluant l'égalité. (On suppose p >2; 2==1?+1*
est la somme de deux carrés). Donc on peut poser
(1) a4+ b2 3?4 d? = pp,

p' élant inférieur & p; si p’ était égal & 4, on aurait mis p sous la
forme de la somme de quatre carrés; supposons p’' >4 et soient
al — 1pl’ bl__ BPI, cl . Yp’y dl_ 8”[
les résidus minima absolus de «, 4', ¢, d' par rapport a p' (ils ne
sont pas tous nuls, sinon a, b, ¢, d ne seraient pas premiers entre

eux); ona

(@) (@ —apft+ (' — Bp') + (¢ - 1P+ (@ — ') = p'p,
2" étant inféricur & p' et par suite inférieur 4 p. En multipliant
membre 4 membre les égalités (1) et (2), on obtient

A + B + C® + D* = pp'*p"
avec

A=a+b2 4 c"*-d—(a'2+-0'B+c'y+-d'8)p' =p'[p—a's—V'B—c'y —d3],
B = (b'a—a'f—c'y+d'3)p,
€= (¢a—ay—dB+b3)p,
D = (d's—a's—b'y4-c'B)p',
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c’est-i-dire des valeurs de la forme
A = d'p, B = 0"y, C=1—c7, D--d¥p'.

On en conclut

(3) a" - H" 4" 4 dn = ppn’
égalité de la méme forme que (1), mais ol p* est inférieur 3 p'; si
p" n’est pas égal & un, on opérera de méme, et on obtiendra une
série d’égalités : .
a" 4 P - " - d™ = pp”,

P, p p"s-... ,pn 6lant des enliers décroissants et nc pouvant
étre nuls; il arrivera nécessairement que l'un d'eux sera égal i
I'unité, et I'égalité correspondante prouvera que p est la somme de
(uatre carrés.

50. Il est maintenant facile de démontrer que fou! entier est la
somme de qualre carrés au plus. 1l suffit pour cela de faire voir que
tout nombre premier est la somme de quatre carrés au plus. Nous
allons le montrer pour les nombres premiers de la forme 4n + 3;
nous verrons ensuite que tout nombre premier de la forme 4n + 1
est la somme de deux carrés. Enfin on a déja remarqué que 2 est la
somme de deux carrés.

Soit p un nombre premierde la forme 4n + 3; considéronsla
série des nombres

1, 2,3,....., p—1.

Le premier, 1, est résidu quadratlique de p ; le dernier, p—1,
est non-résidu ; il y a donc certainement dans la suite un résidu =
suivid'unnon-résidu «—+14; —1 étantnon-résidude p, —a —1
est résidu ; on peut donc trouver des nombres ¢ et u satisfaisant
aux congruences

?=a (mod. p),
=—a—1 (mod. p).

On en conclut
4+u+1=0 (mod. p).

Donc p divise la somme de ¢rois carrés premiers entre eux
¢ +u*+4+1; donc p estla somme de quatre carrés au plus.
Il est bon de remarquer que p, nombre premier de la forme
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4n + 3, ne peut pas étre la somme de deux carrés; en effet, si I'on
avait

p=t+u
on en conclurait
t=a (mod. p),
U= —x (mod. p),
et par suite —1 serait résidu quadratique de p, ce qui est im-

possible.

Ceci nous montre que les nombres premiers ¢ delaforme 4n-+1
sont la somme de deux carrés, a lexclusion de tous les aulres; en
effet, — 4 est résidu quadratique ; donc la congruence

2+1=0 (mod. ¢)
a une racine, c'est-d-dire : ¢ divise la somme de deux carrés pre-
miers entre eux.

Cette propriété des nombres premiers ¢ de la forme 4n-1+1 est
si importante, que nous croyons devoir en donner plusieurs démons-
trations, d’ailleurs intéressantes par elles-mémes.

Elles sont toutes fondées sur ce qu'un nombre divisant la somme
de deux carrés est lui-méme la somme de deux carrés; ce qui les
distingue, c’est 1a maniére dont on obtient l1a somme de deux carrés
divisible par le nombre premier 4n-+1.

Le théoréme de Wilson nous en fournil immédiatement une. Soit
eneffet ¢ = 4n+1 un nombre premier ; on a

1.23...... . n+1=0 (mod. ¢).
Mais
=—in . (mod. ¢),
2=—(4n—1) (mod. g),
n=—(2n+1) (mod. g).

Ces congruences étant en nombre pair, on obtient, en les multipliant
membre & membre,

1.2..... 2n=(2n+1)2m+2).....4n  (mod. g).
Le théoréme de Wilson se trouve dés lors exprimé parla congruence
1.2..... 2n—1)2n*+4=0 (mod. g),

qui exprime bien que ¢ divise la somme de deux carrés.
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54. Une autre démonstration, due 2 M. Smith, fait appel a des
considérations toutes différentes.

Considérons une fraction continue limitée, dans laquelle les
quotients incomplets sont des entiers positifs :

a +1

a,+l
a;+1

+1

all
On sait qu'elle est égale & une fraction toujours irréductible, qui
s’écrit
(ay, sy ..., @)
(as, aay ..., an)
en représentant, d'une maniére générale, par

k]

(ay, as, ..., a)
une fonction facile i calculer des lettres ay, a;, ..., a;. Nous
appellerons, pour un instant, fonctions F, ces fonctions qui sont
ainsi numérateurs ou dénominateurs de réduites.
Ces fonctions F ont des propriétés trés simples; nous démontre-
rons tout i 'heure les deux suivantes :

(a) (ah az, . . an) = (am Ay_qy - - ai)a
(p) (ah Qay oo yBpy Qpyyy .- aa) = (ah as ..., a,,)(a,,_,_,, ey a,,)
+ (ay, G5 ..., @y )(Bpyay .. @n).

Considérons en particulier des fonctions F pour lesquelles les
quotients incomplets équidistants des extrémes soient égaux :

Ay — A,_j.
Nous distinguerons le cas ou n est pair de celui ot n est impair.
Svit d’abord n = 2 p; nous avons, d'aprés 1'égalité (3),
(alv Agy ouvy an) — (a“ eeey a,,)( a,,, «-ey ag)

-+ (ah ey al,_,) (a,,__l, Sy al)
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ou, d’aprés (%),

(s A3y o ooy @) = (@gy ooy @) 4 (ay, ooy Bpy)?,
c'est-i-dire qu'une fonction F de cette forme est une somme de deux
carrés. Si n est impair et égal 4 2p — 1, on obtient de méme

F=(ay...,a) = (a5 ...,8,4)[(a@, .. ,8)+(a,. ., 0,3,

c'est-a-dire que dans ce cas F n'est pas un nombre premier (une
discussion facile exclut le cas ol I'un des facteurs du second mem-
bre serait égal a I'unité; cela ne peut arriver si a, >1).

Ceci posé, M. Smith a cherché A représenter un nombre quelcon-
que P par une fonction F, dans laquelle a, est supérieur a I'unité.
Dans une fraction continue limitée, on peut toujours supposer
a,#1, oubien a,=1("); je feraila premiére hypothése. Ceci
posé, la fraction continue dans laquelle a, et a, sont supérieurs 4 1,

ne peut provenir que d'une fraction ordinaire ayant pour numérateur
P

p et pour dénominateur un nombre ¢ inférieur & 3 et premier avec
p. Soit
(ay, asy ..., an) _P.
(as, ..., an) q
On aura

((l,., Ap 1y ++ al) — B
(@nty ..y @) q

1

et ¢’ sera pour la méme raison que ¢, premier avec p et inférieur

s ) 3 3 - 3 . .
a =. On fait ainsi correspondre a chaque fraction L une fraction ﬁ,—

7
2
présentant les mémes quotients incomplets dans 'ordre inverse. 11
peut se faire que I'on ait ¢ = ¢’; alors, mais seulement alors,

les termes équidistants des extrémes seront égaux ; c'est ce qui

arrivera nécessairement si le nombre des nombres inférieurs a %—

et premiers avec p (en excluant I'unité qui ne donne rien) est impair;
car ces nombres se correspondant deux a deux, il y en aura
nécessairement un qui se correspondra a lui-méme. Tout nombre p
satisfaisant a cette condition peut étre représenté par une fonction F
dans laquelle les quotients incomplets équidistants des extrémes

(*) Pour cela, bien entendu, il peut étre nécessaire de changer d'une unité la
valeur de n.
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sont égaux ; il est donc la somme de deux carrés ou le produit de
deux facteurs; nous excluoms ce dernier cas en considérant un

nombre p premier. Pour que le nombre des entiers inféricurs
L
2
supposer p = 4n--1; nous arrivons done & cette conclusion que
tout nombre premier de la forme An—+1 est la somme de deux carrés.

11 nous reste & établir les deux propriétés des fonctions F sur
lesquelles nous nous sommes appuyés. La premiére () résulle
immédiatement de la représentation des fonctions F par les déter-
minants; on vérifie en effet que

a - et premiers avec p (non compris l'unité) soit impair, il faut

a, u 0 0. 0
v a; u 0 0
0 v a; u. . 0
(ag, @5, . . . . ., @) = 0 0
0. v a,, u
0o......... v a,
u elv étant deux nombres assujettis & 1a seule condition uvy = —1.

Cela est évident pour n=1 et n=2 et on le démontre de
proche en proche en développant le déterminant suivant les éléments
de la derniére ligne ou de la derniére colonne et appliquant l'iden-
tité bien connue dans la théorie des fractions continues () :

Pr = ay Pay +Prs.

En développant le déterminant d’aprés la régle de Laplace par
rapport aux éléments des p premiéres lignes, on obtient précisément
la relation (B).

On peut d’ailleurs la démontrer sans faire appel & la théorie des
déterminants. ‘

Considérons deux indétermindes x, et x, et déduisons-en les
quantités x,, x3, ..., x,,4 parles relations

Ty = ATy ~+ T,
T3 = 4 + Iy,

Tpy1 = QrTp T

(*) On a des formes particulitrement intéressantes en supposant u = 1,
v=--1, ou u=0v=1y—1. On pourrait aussi ne pas supposer tous les u, ni
tous les v ¢gaux entre eux pourvu que le produit des correspondants fiit égal
a — 1.
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11 est clair que I'on a
Tpypy = (@, Gy - .., Q)T+ (@5, ..., AT,
Mais nous pouvons calculer z,,, en partant de z, et x,,,
de la méme maniére qu'en partant de x, et de z,; on obtient ainsi
o Tnps = (@ppyy o G)T i+ (Ay gy -y GR)T,.
" Ty = (1, <oy )Tyt (ay ...y Gy g) Ty,
Ty = (@1 oo, )T 40y, ..., a)x,.
En identifiant les coefficients de x; dans les deux expressions de
T,y on obtient la relation cherchée :

(Ary -« vy d=1(ay, ., 80 @1y eny @p)(ay ... @) (@pya, --. @)
II. — Nombres complexes de Gauss.

52. Nous allons maintenant indiquer les conséquences impor-
tantes de ce fait que les nombres premiers de la forme 4n-4-1
sont, & I'exclusion des autres, décomposables en sommes de deux
carrés.

Pour cela, il est nécessaire d'introduire la notion de nombres
“entiers complexes. De méme qu'en Algébre, il y a avantage pour
beaucoup de questions d'arithmétique 2 considérer des nombres
complexes de la forme a -+ bi, dans lesquels i désigne un sym-
bole soumis aux régles de calcul ordinaires, avec cette restriction
que I’on réduit toujours un polynome eni au reste de sa division par
i?+41. Nous ne rappelons pas ici la théorie algébrique des nom-
bres complexes, sur laquelle nous aurons & revenir dans la seconde
partie pour I'exposer d'une fagon systématique; il suffit ici de sup-
poser connuc l'une quelconque des théories ordinaires; nous
tenons seulement a faire remarquer que les nombres ainsi intro-
duits sont essentiellement différents de ceux que nous avons appe-
lés imaginaires de Galois; nous pensons qu'il ne peut résulter
aucune confusion de I'emploi d'un méme symbole i dans ces deux
théorics. Dans les imaginaircs de Galois, ce symbole est défini par

la congruence irréductible .
o ] f6))=0 (mod. p);
ici, par I'égalité

241 =0.
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Considérons donc une expression delaforme a—+ bi, aetb dé-
signant des entiers positifs ou négatifs. C'est ce que nous appelons
un entier complexe; a — bi sera le nombre conjugué; leur
produit a®-—+b* s’appellera la norme de chacun d’eux. (C'est le
carré de ce qu'on appelle ordinairement le module). Un entier sera
dit une unité lorsque sa norme sera égale a4 13 il y a donc quatre
unités : ‘+1, —4, ~+i, —.i.

Nous allons montrer que I'on peut établir pour ces entiers com-
plexes, une théorie de la divisibilité toute pareille 4 celle qu'on a
faite pour les nombres entiers.

Soient a-+b6i et c-+di deux nombres complexes ; on a

a+bi  ac4-bd bc—adz.
c+di c’+d’+c’+d’ ’

Soient z et y deux entiers quelconques; on peut écrire
a+bi_x it (ac+bd . i be—ad )
cxdi Y oxa 7)) T (c’+d’—y

ou enfin

. . .. [ac+bd . bc—ad )

a+ b= (c+dt)(x+ yl)—l—[m—fl‘-{- l(m—y)](c +dt)

Cetle égalité est tout a fait de méme forme que 1'égalité fonda-
mentale

A = BQ+ R,
qui sert de base i la théorie de ladivisibilité des nombres entiers ;
seulement dans cette derniére, on sait que Q est choisi de maniére
que P'on ait
R < B,

et c'est sur ce fait de la décroissance successive des restes qu'est
basée la théorie du plus grand commun diviseur.

Nous allons chercher & trouver une égalité analogue pour la
norme du reste r + si défini par 'égalité

a~+ bi—(c+di)(z+yi) = r +si.
On peut choisir z et y de maniére que I'on ait

ac—+bd | be—ad 1
dra TSy axeTYSy
Dés lors la norme de Z—i:—z:l — i(bcf_T‘:f—y) est au plus

THEORIE DES NOMBRES 8
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2 1\2 )
égale & (-;—) + (é) = -;-, et comme la norme d'un produit est

égale au produit des normes des facteurs, on en conclut que la
norme de

,tsi = ac+bd_ +i(bc—ad_' di)
- —[c’+d’ TEN\ex g ”)](““

est au plus ¢gale & %(c' +d?).

Il est inutile d’aller plus loin ; nous sommes assurés qu'on pourra
transporter ici sans modification I'algorithme du plus grand com-
mun diviseur el toutes les conséquences qui s’y rattachent, en par-
ticulier la théorie dcs nombres premiers, définis comme n’admettant
pas d’autres diviseurs que les unités et leur quotient par les diverses
unités ; par exemple a—+bi est divisible par: a+6i, —a — bi,
b —ai, —b—+ai. Ces quatre nombres sont dits associds. Si I'on
considére deux nombres associés comme équivalents, on démontre
que lout nombre ne peut étre décomposé en facteurs premiers que
d’une seule maniére.

53. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme fondamen-
tal, qui nous permettra de trouver immédiatement les nombres pre-
miers complexes :

Pour qu'un entier complexe soit premier, il faut et il suffit que sa
norme soit un nombre premier réel.

La condition est suffisante ; car sil'on a

a + bi = (r 4 si)(u + vi),
on en conclut

a + b = (r* + s?) (u? + v?);
donc a + 6i ne peut étre premier que si a®—+ 4* lest. Il est &
peine ulile de remarquer que I'on suppose r*—+4s* et u®+4of
différents de I'unité; sinon » 4~ si et u + vt seraient des unités
complexes.

Réciproquement, si a + bi est premier, a — bt I'est aussi;
je dis qu'il en résulte que a? + 4 est unnombre premier, au sens
ordinaire du mot. En effet, si a*® + * avait un diviseur, celui-ci
serait décomposable en une somme de deux carrés; on aurait donc

(@4 bi)a — bi) = ‘a® + b%) = (r? + s*)(u? + v¥)
= (r + si)(r — si)(u + vi)(u — vi).
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Or I’égalité qu'on obtient en rapprochantles deux membres extrémes
est impossible, puisque le premier membre est le produit de devx
facteurs premiers complexes, le second d’au moins guatre, et qu'un
nombre ne peut étre décomposé en facteurs premiers que d’une
seule maniére.

On conclut de ce qui précéde que, pour avoir tous les nombres
premiers complexes, -il suffit d¢ prendre les nombres premiers
réels qui sont la somme de deux carrés et de les décomposer en
un produit de deux facteurs. Or ces nombres premiers réels sont :

i° Le nombre 2;

2° Les nombres premiers impairs de la forme 4n + 1.

Donc, dans le domaine des entiers complexes, on distinguera
trois sortes de nombres premiers :

1° Le nombre 1 + ¢, diviseur de 2 (et son associ¢ 1 — i);

2° Les nombres a -+ 4i tels que l'on ait a*+ b* = p, p étant
un nombre premier réel de la forme 4n +-1;

3° Les nombres premiers réels de la forme 4n + 3.

Nous pouvons d'ailleurs remarquer qu'un nombre premier récl
de la forme 4n + 1 ne peut étre décomposé que d'une maniére
en la somme de deux carrés.

On ne peut avoir, en effet,

P = (a + bi)(a — bi) = (¢ + di)(c — di),

car d’aprés ce qui précéde, ces facteurs imaginaires sont premiers,
et le nombre p ne peut étre décomposé en facteurs premiers que
d’une seule maniére.

On voit la distinction capitale ¢tablie par ces considérations entre
les nombres premiers de la forme 4n + 4 et ceux qui sont de la
forme 4n + 3. Ces derniers seuls doivent maintenant étre con-
sidérés comme de véritables nombres premiers.

Cette distinction n’est pas purement spéculative ; nous avons déja
vu, & propos de laloi de réciprocité des restes quadratiques, que
ces deux classes de nombres premiers ont des propriétés tout & fait
différentes ; c'est ce qu'on apercoit davantage encore lorsquon étu-
die les restes biquadratiques, par exemple.

Pour ces derniers, on ne peut donner une généralisation simple
de la loi de réciprocité qu'en introduisant les nombres complexes :
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c¢’est méme & cette occasion que Gauss a éLé amené pour la premiére
fois & les considérer.

III. — Formes quadratiques.

54. Nous allons maintenant dire quelques mols de la représenta-
tion des nombres par les formes quadratiques. Nous avons déja vu
que la forme z* + y* peut représenter seulement les nombres
dont tous les facteurs premiers impairs sont de la forme 4n + 1.
11 n'est pas en général aussi simple de trouver tous les nombres qui
peuvent étre représentés par une forme quelconque du second degré :
az® -+ 2bzy + cy®*. Nous ne pouvons méme, sans dépasser les
limites de cet ouvrage, traiter complétement cette question diffi-
cile; nous voulons simplement indiquer les principes fondamentaux
sur lesquels repose sa solution.

D’aprés une remarque faite au début de ce chapitre, nous pou-
vons nous borner & considérer les représentations propres et sup-
poser par conséquent x et y premiers entre eux. Le probléme posé
est alors le suivant : a, b, ¢, m étant quatre entiers donnés, peut-on
trouver deux nombres z et y premiers entre eux, vérifiant 1'égalité

ar® 4 2hpy + cy* =m ?

Nous supposons, suivant l'usage, le coefficient de zy pair; s'il
était impair, il suffirait de multiplier la forme par 2 et de chercher
les nombres pairs 2m qu’elle peut représenter. )

Une premiére notion trés importante est celle des formes équiva-
lentes; il est clair que si 'on pose

) DA
Yy = v + Sy',
ona
ar? + 2bxy 4 cy? = @'z’ + 2W'a'y' + 'y
avec

a' = ao® + 2bxy + cy?,
b = aaf + b(28 + By) +¢y8,
¢ = af®+ 26B8 + cA2.

Laforme [ = a'z?+ 20'c'y’'+c'y'* s'appelle la forme transfor-
méede f = az?+2bzy+ cy® par la substitution (1), qu'on repreé-
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sente souvent d'une maniére abrégée par le symbole

a B
5= ('{ 8) -
et on écrit symboliquement
[s=fr.

11 est clair que si I'on suppose «, 8, y, § entiers et si I'on donne
des valeurs entiéres & z', ', il en résulte des valeurs entiéres pour
x, y. Par conséquent, tout nombre qui peut étre représenté par f’
peut aussi étre représenté par f.

Mais la réciproque n'est généralement pas vraie. En effet, si 'on
ne fait aucune hypothése particuliére avec 2, 8, Y, 3, les formules
(1) peuvent bien en général étre résolues par rapport & z', ¥/, mais
les valeurs ainsi obtenues,

/ or —¢
= ¢_8——_-—5*3{!’
(2) ay — yx»
A Y
ne font pas toujours correspondre a des valeurs entiéres de z et de
y, des valeurs entiéres de 2/, y'.
On voit méme que pour que 2/,%y soient certainement entiers

quand z et y le sont, on doit supposer

(a8 — By = 1.
Lorsque cette condition sera vérifiée, les deux formes fet f' seront
dites équivalentes. Tout nombre représenté par l'une d'elles peut
aussi étre représenté par I'autre ; connaissant les valeurs des varia-
bles qui correspondent 4 la premiére de ces représentations, on
pourra, A laide des formules (1) ou (2), calculer les valeurs qui
correspondent & la seconde.

Remarquons que V'on peut avoir, soit

ad— pY =+11
aS—ﬂy p— —‘I_

Dans le premier cas, les deux formes sont diles proprement équi-
valentes; dans le second cas, improprement équivalentes.

Les substitutions correspondantes sont respectivement dites pro-
pres et impropres.

On voit I'intérét que présente la question de I’équivalence des for-

soit
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mes, au point de vue de la représentation des nombres. Il est facile
d’indiquer une condition nécessaire pour que deux formes soicnt équi-
valentes, il est moins aisé de trouver les conditions nécessaires et
suffisantes. Cette condition nécessaire nous est fournie par la pro-
priété d'invariance bien connue que posséde le discriminant d'une
forme quadratique. On appelle déterminant d'une forme

az® + 2bzy + cy?
le discriminant changé de signe :
D = 4 —ac.
On sait que si I'on remplace les variables = et y par d’autres
variables 2/, ¥’ an moyen d'une substitution

z = 2z’ + By,

y = 12’ + 8y,
ona
D' = §* — d'c = (6*— ac)(ad — BY)?,

en désignant par a’, V', ¢’ lescoeflicients de la forme en 2/, y/. Si, en
particulier, elle est équivalente 4 la forme donnée, on a
(28 —By)' =
et par suite
b'*—a'c’ = b — ac.

Deuz formes équivalentes ont des délerminants égaux; il esl aisé de
s'assurer que la réciproque n'est pas toujours vraie, ¢'est-a-dire que
deux formes peuvent avoir des déterminants égaux sans étre équi-
valentes.

55. Ce qui donne surtout de I'importance a la théorie de 1'équi-
valence, c'est ce fait que nous allons mettre en évidence : pour re-
chercher si un nombre peut étre représenté par une forme, il suffit
de savoir reconnaitre si deux formes sont équivalentes; pour trouver
effectivement les nombres qui réalisent la représentation, il suffit de
savoir trouver les substitutions qui permettent de passer d’une forme
donnée d une aulre forme équivalente également donnée.

Soit en effet

m — af® - 2657 +- o2
une représentation propre du nombre m par la forme

az® + 2bxy + cy?;
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£, 1 sont donc supposés premiers entre eux. 1l sera par conséquent
possible de trouver deux nombres £, #' vérifiant I'égalité

) by — 7t =

Cela posé, considérons la substitution (*)

9

Elle transforme visiblement la forme proposée en la forme équiva-
lente
mz's + 2nx'y’ + py't.
Si nous désignons par D le déterminant b6 —ac de la forme pro-
posée,ona
n* —mp = D.
On en conclut
=D (mod. m).
Or n est un nombre entier, donc D doit étre résidu quadratique de
m ; ou plutét, tout nombre m, pouvant étre représenté par une
forme, doil étre tel que le déterminant de la forme soitl résidu qua-
dratique par rapport & ce nombre. On voit I'importance du probléme
que nous avons résolu i la fin du chapitre précédent, i 'aide de la
loi de réciprocité ; nous obtenons immédiatement une condition né-
cessaire pour la représentation.
Cette condition esl-elle suffisante ? Supposons-la vérifiée ; nous
pourrons déterminer n par la congruence
=D (mod. m)
et ensuite p par I'équation

p:

ni—D
m

b

qui fournira une valeur enti¢re; il faudra alors reconnaitre si la
forme

mz? + 2nxy + py?
est équivalente a la forme proposée et, dans le cas de 'affirmative,
pour avoir § ou 7, trouver la ou les substitutions qui permettent
de passer de 'une & I'autre. Nous n'examinerons pas en détail ces
problémes ; nous ne pourrions le faire sans sortir du cadre que nous

(*) On peut remarquer que c'est une substitution propre ; on en conclura que
T'on peut substituer dans I'énoncé pricédent et dans ce qui suit : proprement équi-
valent a : équiralent.
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nous sommes imposé ; indiquons seulement qu'on sait toujours les
résoudre au moyen d’un nombre fini d'opérations.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer qu'en prenant pour
n deux solutions de la congruence

nt=D (mod. m),

congrues entre elles (mod. m), on n'obtient pas des résultats diffé-
rents ; on obtiendra donc toutes les solutions possibles en prenant
pour n les ¢(m) solutions incongrues entre elles (mod. m).
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DEUXIEME PARTIE

ALGEBRE SUPERIEURE

CHAPITRE PREMIER

L'ALGEBRE ELEMENTAIRE

I.— Nombres entiers positifs.

1. Nous nous proposons d'exposer dans les le¢ons qui suivent la
théorie des équations algébriques telle qu'elle a été, A la suite des
recherches de Gauss et d'Abel, édifiée par Galois ; mais, afin de
pouvoir aborder et présenter cette théorie avec toute la netteté dé-
sirable, il nous a paru nécessaire de reprendre i ses débuts I'algébre
élémentaire pour préciser autant que possible quelques-unes des
notions acquises, et donner aux termes que 'on emploiera dans la
suite leur vraie valeur.

Nous partirons donc de la définition donnée d’abord pour les nom-
bres entiers positifs : on constate qu'avec des objets isolds, qu'on
regarde comme identiques, ce qui veut dire qu'on ne porte point
'attention sur les différences qui existent entre eux, il est possible
de former des systémes ou groupements différents, dans lesquels on
regarde tous les objets comme jouant le méme role. Ces groupe-
ments considérés successivement en allant du simple au composé
sont dits formés par la réunion de une, deux, trois, ... unités, en dési-
gnant d'une maniére générale par le mot unité I'objet choisi, quelle
que soit sa nature.
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Pour étudier les rapports de ces groupements entre eux, il a été
indispensable de désigner chacun d'eux par un nom et de le repré-
senter par un signe. Les nombres entiers positifs sont précisément
les signes ou les noms qu'on a choisis pour cela. Ce sont donc
uniquement des symboles par lesquels on représente les systémes
d’unités dont on vient de parler.

Le nombre zéro, introduit pour la commodité du langage, est égale-
ment un symbole qui représente simplement I'absence de tout objet
de I'espéce considérée, c'est-a-dire I'absence de toute unité.

Si I'on examine maintenant, au point de vue de leur constitution,
les divers systémes que I'on vient de définir, on s’apergoit qu'ils ont
enfre eux des relations trés simples. Chacun d’eux, par exemple,
peut s’obtenir en réunissant le précédent avec le systéme composé
d'une unité, et cette propriété est souvent donnée comme un moyen
de construire tousles systémes, dans I'ordre oil nous les avons con-
sidérés, en parlant d'une unité ; de méme le systéme représenté
par le nombre 3 s’obtient en supprimant dans le systéme représenté
par 5 un systéme représenté par 2, etc., etc.

I1 existe donc des modes de composition de ces systémes, c'est-a-
dire des moyens de passer de deux d’entre eur d un troisiéme. Le plus
simple de ces modes consiste dans la réunion de deux systémes pour
en former un seul ; on I'appelle réunion ou addition des systémes.
Le systéme qui résulle de la réunion de deux systémes s’appelle
leur somme. Nous allons montrer ici que le calcul des nombres en-
tiers positifs, tel qu'on I'entend dans les é1éments, n'est qu'un déve-
loppement purement logique des propriétés de V'addition, établies
par létude directe des systémes d’unités. Ajoutons d’abord, pour dé-
finir la maniére de parler consacrée par lusage, que I'on convient
d’employer pour les symboles qui représentent les systémes d'unités,
c’est-a-dire pour les entiers positifs, le méme langage que pour ces
systémes eux-mémes. Au lieu de dire: le systéme représenté par le
nombre 7 est la somme des systémes représentés par les nombres
3 et 4, on dira simplement : le nombre 7 est la somme des nom-
bres 3 et 4. Pour éviter méme I'emploi d'une phrase, on écrit

7=(34-4),

I'expression (3-+4) représentant la somme des nombres 3 et 4
et le signe — indiquant I'identité des symboles qu'il sépare.
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2.Passons maintenant aux propriétés fondamentales de I'addition
des entiers positifs, aurquelles on arrive, comme il a été dit, par
Uétude directe des systémes d’unités (*).

1o Si I'on définit la somme de trois enliers a, 4, ¢ parl'égalité

a+b+c = (a+b)4c,

dans laquelle (a~+ 6 indique la somme des nombres a et 4, on
a également

a+bt+c=a+(b+c),
ce qu'on énonce en disant : L’addition des entiers est associalive.

2° Soient a, b deux enliers positifs; ona (a+8) = (b+a);
en d'autres termes : L'addition des entiers est commutative.

3¢ L'addition du symbole zéro cst une addition d'effet nul, c'est-
a-dire que I'on a (a +0) =a, quel que soit I'entier positif a.

4° Si a un nombre a on ajoute des nombres différant entre eux on
obtient encore des nombres différant entre eur. On peut donc conclure
des égalilés ’

(a-+-b) = d,

(a+¢c)=d,
la nouvelle égalité b = c. 1l résulte de 1a que I'addition de zéro
est 1a seule opération d’effet nul.

Les quatre propriétés précédentes suffisent pour développer le
calcul des nombres entiers positifs ; c'est ce que nous allons cons-
tater.

Tout d'abord, pour la commodité de Uécriture, a étant un entier
positif, on a représenté les sommes a, a-+a, «¢+a-+a, ctc.
par les nouveaux symboles a.1, 2.2, a.3, etc.

On dit que ces symboles a.1, a.2, .3, etc. définissent
un nouveau mode de composition des entiers a et 1, a et 2,
a el 3, etc... la composition par multiplication. 11 est bien clair qu'’il
n'y a pas la, en ce moment, un mode de composition vraiment nou-
veau, mais seulement une notation commaode.

Les relations des symboles de la forme a.b entre eux, c'est-
a-dire les propriétés fondamentales de la multiplication, s'établissent

(*) N est bien évident qu'on pourruit se donner & priori ces propriétés, définir
par la I'addition et constituer un ensemble de symboles déduits de I'un d'eux
par addition répétée de ce symbole avec lui-méme ; on éviterait ainsi introduction
des systemes d'unités.
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aisément en partant de la définition méme des nouveaur symboles.
Nous les énoncons ci-dessous
La multiplication des entiers est :
1° Associative ;
2° Commutative ;
3° Distributive par rapport a Laddition ;
ce qui se traduit par les égalités :
(@.8).c = a.(b.c),
(a.b) = b.a),
. (a406).c = (a.c,+(b.c);
&> La multiplication par A est, par définition, une opération d’effet
nul ;
5" Les éqgalités
(a.0) =d,
(a.c) = d,

permellent d'écrive b = c; cela résulte de la définition méme des
premiers membres. On déduit de la ce fail que la multiplication
par 1 est la seule opération d'effet nul.

Nous n’avons pas défini jusqu'a présent les expressions a.2, a.3, ...
dans le cas ol @ est le nombre zéro. On peut étendre a ce cas la
définition donnée lorsque a est quelconque et 1'on reconnait alors
que (0.6) =0 quel que soit 4. On convient alors d’écrirc égale-
ment (6.0) =0 en étendant la propriété commutative de la mul-
tiplication & ce cas. La convention est légitime, car le produit (6.0)
n'a aucun sens jusqu'a présent d'aprés la définition donnée de la
multiplication des entiers.

Remarquons que cette convention montre que la propriété de la
multiplication d’étre distributive par rapport a l'addilion se con-
serve pour I'ensemble des entiers positifs et du nombre zéro.

On a en effet

b.(a+0)=b.a+b6.0=b.a,

(a+0).6 =a.b6+0.6 =a.b,

et il apparait immédiatement qu’on aurait pu détinir 6.0 et 0.6 en
étendant & I'ensemble des entiers positifs et de zéro la propriété
distributive de la multiplication, sans méme supposer la commuta-
tivité.
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A quelque point de vue que I'on se place, on peut donc énoncer la
proposilion suivante : le produit d’un entier quelconque par iéro
est encore zfro. La définition donnée du produit (a.6) montre
d’ailleurs que ce produit n'est zéro que si a ou 4 sont eux-mémes
zéro.

De méme que I'on a représenté par a.1, a.2, a.3, etc. les sommes
a, a-+a, a+a-+a, etc., il est commode dintroduire une
nouvelle notation pour représenter les produits a, a.a, a.a.a, etc.
On écrit ces produits a', a?, a®, etc. Si I'on considére le sym-
bole a* ainsi défini, il est clair qu'on peut le regarder comme résul-
tant d’'un certain mode de composition des nombres a et 4 ; c'est
ce mode qu'on appelle é/évation aux puissances. On peut d'ailleurs
ajouter,comme pour la multiplication, que ce n’est pas ici un mode
vraiment nouveau, mais simplement une nouvelle notation. Les lois
qui gouvernent le calcul du symbole a® s'établissent en partant de
sa définition, d’'une fagon immeédiate.

On a d’abord les formules

at.a* = a9,
(ab)c — a""'.
Ajoutons qu'il existe comme dans les modes de composition pré-

cédents une opération d'eftet nul, 'élévation i la puissance 1.
Il résulte d'ailleurs de la définition méme de a® que 'on n’a

at = a"
que si b=1"¥,
d'ou I'on conclut qu’il n'y a qu’une seule opération d’cffet nul.

Enlin si I'on convient d’étendre au cas ou I'un des exposants est

nul les lois qui gouvernent I'élévation aux puissances, on aura
a.a® = a+ = at,

ce qui définit a® comme égal & 1 quel que soit I'enticr a. Nous
n'insislerons pas ici sur ce sujet, I'élévation aux puissances ne
jouant pas, dans ce qu'on appelle d’habitude I'Algébre, un rdle com-
parable comme importance aux deux modes de composition précé-
demment indiqués.

Remarquons cependant, en passant, qu'il serait possible de conti-
nuer dans la voie oll nous nous sommes engagés et qu’il serail par
exemple utile d'introduirec une nouvelle nolativn pour représenter
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les nombres a®, a”, a"”", elc. en mettant en évidence le réle qu'y
jouent a, b et le nombre m des erposanis b superposés. On pourrait
continuer ainsi indéfiniment, mais tout cela est du ressort de I’étude
des symboles dits transcendants ; nous ne nous en occupons pas dans
ces legons, qui seront pour ainsi dire uniquement consacrées a
I'étude des deux premiers modes.

II. — Nombres entiers négatifs.

3. En considérant les entiers positifs nous porterons maintenant
noltre attention uniquement sur ce fait que ce sont des symboles
connus, dont on connait un mode de composition, I'addition, et les
lois qui le régissent.

Endisant que ces symboles sont connus, nous voulons dire que lors-
qu'on a donné un nom a chacun d'eux, par exemple en suivant les régles
de la numération décimale, on sait quel est le symbole qui est la somme
de deux symboles donnés. On connait également d’aprés la maniére
dont on a déduit la définition du produit a.d de la définition d'une
somme, le produit (a.b) lorsqu'on connait les facteurs a et b.

En d’autres termes, on peut construire une table carrée d’addition
el une table carrée de multiplication pour les entiers positifs ; la se-
conde lorsqu’on considére seulement un nombre limité de ces entiers
est une table de Pythagore ordinaire. On pourrait également cons-
truire unc table d’élévation aux puissances a double entrée comme les
premiéres, les exposants étant sur une ligne horizontale et les bases
¢élant sur une ligne verticale, mais comme nous I'avons fail obser-
ver, nous considérerons uniquement, en Algébre, 1'élévation aux
puissances comme une simple notation et non comme un mode de
composition nouveau.

La construction de ces tables est nécessaire et suffisante pour effec-
tuer le calcul des entiers positifs, en ce sens qu'elle permet de tronver
I'entier qu'on oblient en effectuant sur un entier donné un nombre
limité des opérations : addition, multiplication, élévation aux puis-
sances. Nous verrons plus loin que ces tables permettent, théorique-
ment du moins, de résoudre tous les problémes qu'on peut poser
sur les entiers positifs lorsque ces problémes admetient pour solutions
des entiers positifs.
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Par exemple, soit proposé de rechercher I'entier positif, s’il en
existe un, qui mis ala place de z satisfait a la relation a+-z = 6,
a et b étant des entiers positifs donnés. On consultera dans la
table d’'addition la ligne qui donne les sommes de l'entier a avec
un nombre positif quelconque ; si I’entier 4 figure dans cette ligne,
la colonne dans laquelle il se trouve donnera & son origine le
nombre entier cherché. Cette opération s’appellera la résolution de
I'équation a-+x = b en entiers positifs.

Sinon, il n'existe aucun entier positif = tel que a+z = 6.
Ainsi, il n’existe aucun entier positif qui mis & la place de z vérifie
la relation

a+z =0,
quel que soit 'entier positif a.

4. Nous avons vu précédemment qu'un systéme de symboles est
connu vis-a-vis de certains modes de composition de ces symboles, lors-
qu'aprés avoir donné un nom 4 chaque symbole du systéme, on con-
nait le nom du symbole résultant de la composition de deux sym-
boles donnés par I'un des modes spécifiés ci-dessus. Ainsi, dés qu'on
a construit une table d'addition, de multiplication et d’élévation aux
puissances des entiers positifs, le systéme de ces entiers est connu
vis-a-vis des trois modes précédents. Il résulte de la que si I'on
adjoint 2 un ensemble de symboles connu de nouveaux symboles
auxquels on a donné des noms, le nouvel ensemble sera connu
relativement aux mémes modes de composition, dés qu’on connaltra
_ les résultats de la composition des nouveaux symboles entre eux
ou avec les anciens suivant les modes considérés. C'est cette
remarque que nous allons appliquer pour arriver & connaitre I’en-
semble des entiers positifs et négatifs.

Ajoutons que nous appelons ici composition des symboles, toute
opération qui de deux symboles donnés conduit suivant des régles
bien déterminées & un troisiéme symbole. Nous verrons qu'il est
toujours possible de trouver, et d'un grand nombre de maniéres diffé-
rentes, des éléments géométriques, mécaniques ou physiques qui, consi-
dérés a certains points de vue, peuvent étre représentés par les sym-
boles que nous introduirons; 1a composition des symboles sera alors
I'image d'une composition effective de ces €léments entre eux.
Nous en avons déja trouvé un exemple dans la multiplication et

THEORIE DE3 NOMBRES 9
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P'élévation aux puissances des entiers positifs qui reproduisent des
modes de composition des systémes d’unités faciles & donner.

Nous présenterons d’abord la théorie des entiers négatifs a
un point de vue purement logique, en mettant en évidence les hypo-
théses essentielles de cette théorie; nous justifierons ensuite I'in-
troduction de ces symboles dans les mathémaliques, en donnant
des exemples d’éléments (ou d'opérations portant sur des éléments
convenablement choisis) pour lesquels on peut :

1° Etablir une correspondance univoque et réciproque entre les
éléments et les entiers positifs et négatifs ;

2¢ Définir les modes de composition de ces éléments qui suivent
les mémes lois que les modes de composition des entiers posilifs
et négatifs entre eux.

Toul ceci sera d’ailleurs précisé bientét.

Considérons la relation 414-x=—0, qui n’est satisfaite pour
aucun des symboles connus (entiers positifs) mis a la place de z.
Nous ajouterons a I’ensemble des entiers positifs un nouveau sym-
bole qui, par définition, vérifiera cette relation ; nous supposerons
d’abord que dans la relation 1-+2 =0 le signe + indique un
mode de composition déterminé des symbolesi et z, mais quelconque,
c’est-a-dire qui n'est pas nécessairement identique i I'addition déja
définie des entiers positifs. 1l est toujours légitime de continuer &
appeler addition cetle composition, tout en spécifiant que I'addition
des entiers positifs doit étre distinguée de celle-la.

11 est clair que st l'on ne dit rien sur le mode de composition de 1
et x représenté ici par le signe -+, on ne peut également rien dire sur
le calcul du symbole x.

Les expressions a+zx et a.z, ol a est un nombre entier
positif, ne sont, par exemple, aucunement définies, et il en est de
méme de x.x. Del’égalité (1 -+ x) =0 on ne peut en effet déduire

que les égalités
a+ (1 +x) = a, aétant un entier quelconque,

et (1+x).a =0,
qui montrent que le symbole (1-+x) se comporte absolument
comme le symbole zéro vis-a-vis des entiers positifs ; c'est d'ailleurs
la définition qu'on en a donnée.

Nous supposerons que le symbole = se compose avec le sym-
bole 1 pour donner zéro, en suivant les lois fondamentales de I'ad-
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dition des nombres entiers positifs. Je dis que cette hypothése per-
mettra le calcul du symbole z, calcul qu'on pourra dés lors
considérer comme connu vis-a-vis de 1'addition.

D’abord la propriété de l’addition énoncée en quatriéme lieu
montre que le symbole x défini par (1 +x) =0 est unique. La
commutativité prouve qu’on peut écrire

+2)=1+z=(z+1)=0.
Enfin on a, puisque ’addition est associative,
ca+(I+z)=(a+1)+2=a,
c’est-a-dire que I'addition d'un entier positif quelconque a—+1 et
du symbole x est définie, la somme obtenue étant a.

Les égalités
(a +1)+2z = a,
(b+1)+z =6,

donnent d'ailleurs
(a+b+2)+2z+x=0a+b, etc..,

ce qui définit le calcul additif des symboles z—+z, =+ z-+z,...
ce calcul étant connu lorsqu'on sait trouver la somme de ces sym-
boles avec des entiers positifs quelconques ou avec eux-mémes.

Sil’'on convient de conserver les mémes notations pour représen-
ter les sommes z-+2, -+ -4 2,.. que celles introduites pour
les entiers positifs, c’est-d-dire de poser par définition :

z 1 =2z,
z2.2=z+z,
z2.3=z+2x+2, etc...,
on sait ce que représente z.a, a étant unentier positif quelconque.
On peut remarquer que ce symbole z.a véritie 'équation
a+z.a = 0.
Si 'on veut maintenant définir de la maniére la plus simple les
expressions a.r et z.x, on sera amené ici & supposer qu'il
existe entre le nouveau symbole z et les anciens ou ce symbole z

lui-méme, un mode de composition qui posséde les cing propriétés
fondamentales de la multiplication des entiers positifs.
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La commultativité de la multiplication donnera
a.2 = z.a.

Enfin, pour obtenir z.z il suffira de multiplier par z les deux
membres de 'équation de définition 41 +~x = 0. On aura, i cause
de la distributivité par rapport 4 I'addition,

z.l+z)=x+z.2=0

ou, en ajoutant le nombre 4 aux deux membres: z.z =1.

On continuerait de méme pour obtenir les expressions ™, ou m
est un entier positif.

Remarquons ici que si 'on voulait introduire dans le calcul les
expressions a* et «*, il faudrait donner un sens 4 ces symboles qui
n'en ont pas jusqu'a présent. On supposerait alors I'existence d'un
troisiéme mode de composition de a et z ou de = avec lui-méme
possédant les propriétés de I'élévation aux puissances. C'est ce qu'on
fait effectivement en Analyse, mais, comme nous I’avons déja dit,
dés que l'exposant & de la puissance n'est pas un entier positif,
I'étude du symbole a® ne fait pas partie de 1'Algébre.

En résumé, en faisant sur le symbole 2, qu’on introduit, I'hypo-
thése qu’il se combine avec les entiers positifs et aveclui-méme
suivant deux modes différents : I'un possédant les quatre propriétés
fondamentales de l'addition, I'autre les cinq propriétés fondamen-
tales de la multiplication, on peut affirmer que larelation 1+z=0
suffitd définir le calcul de = d’'une maniére unique et bien détermi-
née relativement aux deux modes de composition : addition et mul-
tiplication.

On peut remarquer qu’avec le symbole 2 sont introduits tous les
symboles de la forme a.z, et la relation x.z =1 permet
d’aflirmer que ce sont les seuls qu'on introduira ainsi.

On donne aux symboles a.z ou z.a le nom de nombres entiers
négatifs et on représente le symbole x, défini comme nous
Pavons dit, & l'aide de 41-+z =0, par le signe (—1), qu'on
énonce : moins un. Les symboles x.a sont alors représentés par le
signe (—4).a. Pour simplifier les écritures, il est commode
d'écrire simplement (—a) auliende (—1).a ouméme —a;
cela ne peut préter & aucune ambiguité, le signe — n'ayant pas de
sens pour nous jusqu'a présent.
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5. Il est possible de présenter les opérations qui précédent d’une
fagon plus nette encore.

Lorsque des objets bien définis forment un ensemble possédant les
propriélés suivanies :

1° De deux objets de I'ensemble on peut déduire d’une maniére bien
déterminée un troisiéme objet du méme ensemble ;

20 La composition des objets considérée est associative;

3° Un méme objet associé a des objets différents conduit par cette
composition a des objets différents ;

on dit que les objets constituent un groupe.

Le groupe est dit limité ou illimité suivant qu'il est possible on non
d’épuiser I'ensemble en prenant successivement et dans un certain
ordre tous les objets différents qui en font partie.

La définition précédente étant donnée, on remarque immédiate-
ment que tous les entiers positifs (y compris zéro) constituent un
groupe illimité lorsqu'on envisage leur composition par addition.
Si I'on exclut le symbole zéro, qui joue un réle singulier dans la
multiplication, on peut également dire que les nombres 1, 2, 3, ...
forment un groupe illimité, la composition des éléments étant la
multiplication.

Ces deux groupes ont une constitution trés simple :

Tous les éléments du premier sauf zéro dérivent en effet de
I'élément désigné par 4 par addition répétée de cet élément avec
lui-méme.

Tous les éléments du second dérivent uniquement des éléments
dits nombres premiers, c’est-a-dire s’obtiennent en multipliant entre
eux les nombres premiers; c'est ce qu'a établi du moins la théorie
de la divisibilité.

Nous dirons qu'un groupe est connu lorsque, deux éléments du
groupe étant donnés, il est possible de donner I'élément qui en
résulte par la composition correspondante. On peut, lorsqu'un
groupe est connu, former une table de composition de ses éléments,
table nécessairement & double entrée, qu'on appelle table de struc-
ture du groupe, et il est clair que, si 'on a construit cette table de
structure, le groupe est connu. Dans le cas des entiers positifs, ces
tables de structure sont les tables d'addition et de multiplication dont
nous avons parlé; en les étudiant on retrouverait aisément les proprié-
tés fondamentales de la composition qui ont servi  les construire.
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Etant donné un groupe d’objets, vis-a-vis d’un certain mode de
composition de ces objets, on peut se proposer d’étendre ce groupe
de facon & ce qu’il renferme un nouvel objet ; d’'une maniére plus
précise on peut se proposer de définir un nouvel ensemble d’objets :

4° Qui renferme au moins les objets du groupe donné et le
nouvel objet ;

2* Qui posséde les propriétés du groupe relativement 2 un
certain mode de composition des objets, le mode considéré se
réduisant au premier lorsque les objets 3 composer appartiennent
au groupe donné.

Il est bien évident que pour former ce nouvel ensemble on devra,
en général, ajouter plus d'un objet au groupe. On reut remarquer
en outre que le nouveau groupe sera connu lorsqu’on aura construit
sa table de structure, c'est-a-dire donné les résultats de la
composition des nouveaux objets avec les anciens et des nouveaux
objets entre eux, suivant le mode considéré.

11 suffit de se rappeler comment nous avons introduit les entiers
négalifs pour voir immédiatement que c'est précisément ce probléme
que nous avons résolu. Nousavons en effet constitué par I’ensemble
des entiers positifs et négatifs un nouveaun groupe, la composition
des éléments étant I'addition des entiers, ou, lorsqu’on exclut zéro,
leur multiplication.

Lorsqu'on considére la table de structure d'un groype, on constate
en général que toutes les relations qu’elle conduit a écrire entre
ses éléments sont des conséquences nécessaires d'un nombre limité
d'entre elles, qu'on appelle relations fondamentales, et des lois de la
composition. Pour introduire les entiers négatifs nous avons ajouté,
pour définir le calcul additif, un élément (—1) et une relation
fondamentale: 41+ (—1) =0, de laquelle la table de structure
du groupe peut se déduire en appliquant les lois de I'addition sup-
posées conservées. Lorsqu'il s’est agi de définir le calcul multi-
plicatif, il a suffi alors de supposer conservées les propriétés fonda-
mentales de la multiplication : commutativité et distributivité.

A I'égard des groupes formés par les entiers positifs et négatifs,
composés par addition ou par multiplication, on remarque que les
opérations considérées étant commutatives, la table de structure
sera symétrique par rapport a une diagonale. De tels groupes sont
dits groupes abéliens.
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6. Nous venons d’introduire dans Je calcul, & un point de vue purement
logique, les entiers négatifs ; nous allons montrer l'utilité de cette intro-
duction, c'est-a-dire Wgitimer pratiquement Uétude de ces symboles, en
donnant des exemples d’éléments (ou d’opérations portant sur des éléments
déterminés) pour lesquels on peut définir un mode de composition possé-
dant les propriétés de I'addition, un autre mode possédant les propriétés
de la multiplication, et établir une correspondance univogque et réciproque
avec les entiers posilifs et négatifs. D’une facon plus précise :

1° A chaque élément correspondra un entier et un seul et réciproque-
ment ;

2° A des éléments différents correspondront des entiers différents ;

3° A la somme et au produit de deux éléments correspondront respec-
tivement la somme et le produit des entiers correspondants.

Parmi ces exemples, 'un des plus simples nous est donné par la
Géométrie. Considérons une droite indéfinie sur laquelle nous supposons
fixé un sens de parcours que nous appellerons sens positif; nous prenons
sur celte droite un segment déterminé OA parcouru dans le sens positif.
Nous convenons de considérer comme équivalents, c’est-d-dire de repré-
senter par le méme symbole deux segments de méme longueur et de
méme sens, quelle que soit leur position sur la droite.

Nous ferons correspondre le segment OA & I'entier 1, le méme segment
décrit en sens inverse & 'entier —1. Si nous définissons alors la somme
de deux segments comme le segment qui a pour origine Uorigine du premier
et pour extrémité Uextrémité du second, aprés qu’on a fait coincider Uorigine
du second avec Uextrémité du premier, on voit que la correspondance an-
noncée entre les segments ainsi construits & 'aide du segment OA par-
couru dans un sens et dans l'autre et les entiers positifs ou négatifs est as-
surée.

Le calcul additif des segments est alors identique a celui des entiers.

Si maintenant on définit le produit de dewx segments comme un segment
composé avec U'un d'eux comme Vautre est composé avec le segment OA, on
a défini une multiplication des segments qui représente celle des entiers.

On peut remarquer que le segment correspondant & zéro est celui dont
I'origine et 'extrémité coincident.

III. — Nombres fractionnaires.

7. L'introduction des nombres fractionnaires se fait suivant les
mémes principes que celle des entiers négatifs.

Nous partons de la relation a.z =1, ou a est un entier positif
ou négalif, mais différent de ==1 et de zéro. Dans le cas oll
a = %1, il existe en effet un symbole entier ==1 qui vérifie la
relation a.x=1; danslecas a =0 il n'existe aucun entier
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qui mis 4 la place de z vérifie a.z = 1; mnous écarterons ce der-
nier cas de nos considérations a cause du réle singulier que joue zéro
dans la multiplication.

Soit done la relation a.z = 4, a étant choisi comme il a été
dit ; il n’existe aucun entier qui mis a la place de = vérifie cette
relation. Nous introduirons alors un nouveau symbole 2 qui, par dé-
finition, est tel quel'on ait a.z =1, c’est-a-dire qu'il existe un
mode de composition du symbole z et du symbole a, mode que
nous appellerons multiplication, et qui conduit au nombre 1.

Pour permettre le calcul du symbole z, c'est-a-dire former des
tables d’addition et de multiplication du symbole x avec lni-méme
et avec les symboles déja connus, nous supposerons d'abord qu'il
se compose avec lui-méme et avec les entiers suivant un mode pos-
sédant les propriétés fondamentales de la multiplication. Nous ex-
ceptons bien entendu la propriété distributive, puisque nous n'ad-
mettons d'abord qu'un seul mode de composition.

On peut conclure de cette hypothése qu'il existe un seul sym-
bole z tel que I'on ait (a.z) =1 et I'on peut définir le produit de
ce symbole par un entier quelconque b, i l'aide de la suite d'éga-
lités

b.(a.z) = (b.a).2 = (a.b).x = a.(b.x) = b.

On aura de méme

(a.2).(a.z) = a.z.a.2 = (a.a).(z.7) =1,

ce qui donne a*.z* =1, en adoptant la notation z.x =z
On peut donic calculer ™ lorsque m est un entier positif.
Supposons maintenant l'existence d'un second mode de compo-
sition du symbole z avec lui-méme ou les entiers, possédant les
propriétés fondamentales de I'addition, la multiplication étant dis-
tributive par rapport 4 ce mode. Si I'on conserve le signe + pour
indiquer ce mode de composition, de larelation (a.z) =41 on peut

déduire
(a.2)+(a.2) =a.(z+2x) = 2,

ce qui définit z—+z d'une maniére unique. La définition montre
d’ailleurs que I'on a

. r+z=z.2=2.uz,
puisque

a.(2.x) = 2.(a.x) =2,
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c’est-d-dire que le symbole z + 2 coincide avec un symbole déja
connu.
On verrait également que la relation

(a.x)+(a.b) = a.(x+ b)

définit le symbole (x—+ 6). Il résulte de 12 que P'on sait composer
le symbole z soit avec lui-méme, soit avec les entiers par voie
d’addition ou de multiplication ; en d’autres termes, le calcul du
symbole z est connu. On peut remarquer que l'on a toujours
2.0=0.2 =0, c'est-a-dire que la multiplication par zéro reste
singuliére.

L’ensemble des symboles &.2™ + ¢, ou b, ¢ sont des entiers quel-
conques et m un entier positif, renferme tous les symboles déduits
de x par les modes de composition précités. On peut dire que cet en-
semble constitue un groupe illimité d’éléments, soit au point de vue
de la composition additive, soit au point de vue de la multiplication.
Les relations fondamentales de ce groupe dérivent toutes des lois qui
régissent ces modes de composition et de la relation fondamentale
(a.2) =1 quidéfinit z.

Il est commode d’introduire directement le symbole z dans le
calcul et d’abandonner alors la relation fondamentale qui le définit ;
on le fait en donnant un nom & ce symbole. On I'appelle inverse de

a et on le représente par un signe.qui rappelle son origine : (%) H

on a alors par définition a.(‘—t) = 1. Nous appellerons cela ex-

pliciter le symbole ; c'est en effet donner un signe explicite pour re-
présenter un élément défini par une relation implicite. C'est 1'opé-
ration déji faite lorsqu’on a désigné par (—a) le symbole qui
vérifie x-+a =0, a étant entier positif. . 5

Pour simplifier les écritures on écrit souvent b.(;) =5

b
cela ne présente évidlemment aucun inconvénient, = n’ayant jusqu’a

présent aucun sens.
L'entier a n'ayant pas jusqu’alors été fixé, on peut supposer qu'on
prenne successivement pour a tous les entiers positifs ou négatifs.

On introduira ainsi tous les symboles de la forme P on petgqg

sont deux entiers quelconques ; ce sont ces symboles qu'on appelle
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les nombres rationnels. 11 est i remarquer que tous les symboles
ainsi introduits ne sont pas distincts, et que si I'on a

p=m.p, g=m.¢q,
p_ 1

q9 7

SiI'on veut ne pas introduire de symboles inutiles, il faudra faire
I'introduction des symboles séparément, c'est-a-dire aprés avoir in-

on en déduit

troduit le symbole %, par exemple, n’introduire un nouveau sym-

bole que si la relation qui doit le définir n’est vérifiée pour aucun
des symboles déja introduits. On reconnait immédiatement qu'il est
nécessaire et suffisant d’introduire les symboles définis par la rela-
tion p.x =1, p étant un nombre premier quelconque, c'est-d-
dire les inverses des nombres premiers. Cette remarque résulte dail-
leurs de la constitution du groupe formé par les entiers positifs et
négatifs vis-a-vis de la multiplication.

8. Si I'on admet pour les nombres rationnels I'existence des deax
modes de composition : addition et multiplication, le calcul de ces
nombres est complétement défini et connu relativement & ces deux
modes.

Par exemple, si 'on a
a.z = a,

b'y = pa
a, a, b, B étant des entiers quelconques, il en résulte
a.b.x = 2.b,
b.a.y=B.a,

c'est-a-dire
(a.6).(x+y) = (ab+ Ea),

ce qui définit la somme de deux nombres rationnels z et y :

ab
(z+y) = (—(ai—.b?a)-
On aurait de méme
az.by=ap
ou (a.b).(x.y) = «.B,
ce qui donne
(a-B)

(”-y) = (a. b)
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Enfin nous pouvons ajouter que si 'on considére une relation de
la forme a.r—254, ou a et b sont des nombres rationnels, il
existe un symbole rationnel ou entier et un seul qui mis a la place
de x vérifie cette relation. Soient, en effet,

a.a = Pa

B.b=gq
les égalités qui définissent a et b; I'égalité qui définit = peut
s'écrire

e.p.a.z=ap.bd
ou encore | (e.q)
.B).x = (a.q).
On déduit donce de 1a v .
xr = qu_).
(p-B)

D'une maniére générale, lorsque dans un ensemble de symboles
qui se composent entre eux suivant un mode additif et un mode
multiplicatif, il existe :

1° Un et un seul symbole de ’ensemble qui mis & la place de z
satisfait & la relation a—+a2 =05, a et b étant deux symboles
quelconques de I'ensemble, on dit que la soustraction est possible
dans 1'ensemble ;

2° Un et un seul symbole de 'ensemble tel que mis & la place
de z il vérifie I'équation a.xr = 6, on dit que la division est pos-
sible dans I'ensemble.

Les nombres entiers positifs et négatifs forment un ensemble oll
la soustraction est possible. Si on ajoute les nombres rationnels, on
a un ensemble dans lequel 1a soustraction et la division sont possi-
bles. Le symbole zéro étant singulier dans la multiplication, la
division par zéro reste toujours exclue de nos considérations.

Nous n'insistons pas ici sur les définitions de la soustraction el
de la division comme opérations inverses de I'addition et de la mul-
tiplication, cela n'est pour nous d’aucune importance.

9. Passons maintenant a la légitimation des symboles que nous venons
d'introduire ; elle sera compléte lorsque nous aurons donné des exemples
d’éléments (ou d’opérations portant sur ces éléments) pour lesquels on
connait deux modes de composition possédant I'un les quatre propriétés
fondamentales de I'addition, I'autre les cinq propriétés fondamentales de la
multiplication et tels que la correspondance entre les éléments et nos sym-
boles soit univoque et réciproque.
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1l suffira de choisir ici nos éléments parmi les grandeurs pour lesquelles
on a la conception d’'une division en parties égales. Nous pourrons con-
server I’exemple, donné précédemment, des segments portés sur une droite

el définir par exemple le segment correspondant au symbole (%) comme

celui qui conduit au segment unité lorsqu’on le compose avec lui-méme
de la méme maniére qu’on compose le segment unité avec lui-méme pour
former le segment correspondant & a. |l suffira de conserver également
les définitions déja données de 1'addition et de la multiplication des seg-
ments pour que la correspondance entre les segments et nos nombres ra-
tionnels soit compléte et complétement définie.

A ce propos nous observerons que dans I’exemple précédent tous les
nombres rationnels sont représeniés ; cela tient & ce qu'on admet la pos-
sibilité de diviser un segment gquelcongque en antant de parties égales que
I'on veut. Il n'en est pas ainsi en général, c'est-a-dire qu'un systéme
d'objets étant donné pour lesquels on connailt les deux modes de compo-
sition : addition et multiplication, il peut se faire que certaines divisions
seulement soient possibles ; on ne pourra alors représenter par ces objets
qu'une partie des nombres rationnels. C'est ce qui arrive, par exemple,
lorsqu’on se propose de diviser un arc de cercle & l'aide de la régle et du
compas seuls ; on n’obtiendra évidemment ainsi en partant de 'unité que

les segments correspondant aux nombres de la forme 2, aétantunen-

on
tier quelconque et n un entier positif.

Cela se présente également lorsqu’on considére des systémes d'unités A
dans lesquels I'unité A est elle-méme un systéme d’autres unités B.
Si 'unité A est composée de p unités B, il sera possible de représenter
dans le domaine ol l'on se place les opérations qui correspondent an

calcul additif des fractions de la formes et les multiplications des entiers

par ces fractions ; mais il sera impossible de représenter par exemple la
multiplication de 2 et -

On apercoit ici la différence essentielle entre une étude d’¢éléments réels
an point de vue de leurs modes de composition et I'étude de symboles
possédant ces modes de composition. Alors que la premiére est sujette &
une foule d’irrégularités provenant de ’'ensemble d’é1éments que I'on con-
sidére, irrégularités qu'il faut trouver, la seconde est le développement na-

turel et logique des hypothéses faites et ne présentera jamais de difficultés.

III. — Polynomes & une variable.

10. On appelle polynome entier en x de degré m, toute expression
de la forme a-+-bx—+cx'+---- +Ilz™ danslaquelle a,b,...! sont
des nombres rationnels déterminés, positifs ou négatifs, le nombre
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| étant différent de zéro, et z un nombre rationnel qu'on laisse
a dessein indéterminé. Nous appellerons d'une maniére générale
variable un symbole qu'on peut choisir d'une fagon arbitraire dans
un ensemble de symboles connus, et nous dirons que le polynome pré-
cédent est un polynome a une variable . Lorsqu’on remplace, dans
le polynome, = par un nombre rationnel déterminé, le polynome
devient aussi un nombre rationnel déterminé et qu'on sait calculer.
Il est facile de voir qu'un polynome donné ne peut devenir égal &
un nombre rationnel quelconque pour un choix convenable du nombre
rationnel z; par exemple le polynome & deux termes ou binome
z3+1 ne peut devenir égal ni & zéro,ni &4 —4, ni & 3, etc.
quel que soit le nombre rationnel qu'on mette & la place de x;
donc a tous les nombres rationnels le polynome ne fait corres-
pondre que les nombres rationnels d'une certaine classe. En algébre
élémentaire, étudier le polynome c’est donner des régles de calcul
communes 4 tous les nombres rationnels de cette classe.

Considérons, par exemple, les deux polynomes

P =2+ 4x — 922,

Q=3—2z+5z3;
lorsqu'on fixe le nombre rationnel x, P et Q deviennent des
nombres rationnels déterminés. Il est facile de former un polynome
qui représente, pour ce méme choix de x, lasomme de ces nombres
rationnels. Il suffit en effet de réunir les termes de P et de Q et de
réduire les termes semblubles, c'est-a-dire renfermant la méme puis-
sance de z, en appliquant la propriété distributive de la multipli-
cation. Le polynome ainsi obtenu est

R = 5 + 2z — 9% 4 B3,

onl'appelle somme despolynomes P et Q, et il est clair que quel que
soit le choix fait pour z, le polynome R représentera la somme
des nombres rationnels représentés par P et Q.

D’une maniére analogue il est facile de former un polynome qui
représente, quel que soit le nombre rationnel mis & la place de z, le
produit des nombres rationnels représentés par deux polynomes
donnés.Si P =243z, Q =3 —38x sontlespolynomesdonnés,
le polynome cherché est

R=6—ax—1523%;
on I'appelle produit des polynomes P et Q.
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Dans les deux cas que nous venons de considérer, on a, pour
obtenir le polynome R, regardé x comme un symbole se compo-
sant avec les nombres rationnels suivant deux modes différents qui
possédent les propriétés fondamentales de I'addition et de la mul-
tiplication des nombres rationnels. Le point de vue auquel nous
nous plagons pour considérer les polynomes justifie naturellement
ce procédé, puisque z représente pour nous un nombre rationnel
indéterminé. Il est bien clair que 'addition et la multiplication des
polynomes ainsi définies, possédent les propriétés fondamentales
des mémes modes de composition entre nombres rationnels ; nous

n’y insisterons donc pas.

11. Poursuivant I'analogie que présente 1'étude des polynomes et
celle des entiers, nous considérerons les relations de la forme

P4+X=2Q
et P-x:Qa

dans lesquelles P et Q représentent des polynomes donnés et X est
un symbole assujetti & vérifier I'une de ces relations et & se compo-
ser avec les symboles ordinaires : polynomes entiers, suivant les
deux modes si souvent cités.

On voit aisément que larelation P+ X = Q définit toujours un
polynome entier en z qu’on appelle différence des polynomes Q et P
sous la seule condition que les coefficients de P et Q appartiennent a
un ensemble de symboles dans lequel la soustraction est possible.

Il n'en est pas de méme de la relation P.X = Q; dans tous les
cas on explicite le symbole X défini par cette relation en écrivant
X = %’
et on I'appelle fraction rationnelle. D'aprés ce qu'on vient d'affirmer,
il peut arriver qu'il existe un polynome entier en x ou un nombre
rationnel, qui, mis & la place de X, vérifie la relation donnée

P X = Q; on dira dans ce cas que la fraction %est réductible A un

polynome ou 4 un nombre rationnel; si au contraire cela n'a pas
lieu, on a une véritable fraction. Des exemples de ces deux cas sont
donnés par les relations
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(#—1).X = (2*—1), qui donne X=Z—’_———:=z+i
?*+z+1
3 — 3 i = —
et (z*+1).X=2'+2+1, quidonne X = 1

Le calcul des symboles de la forme %, dans laquelle P et Q sont

deux polynomes_en z, se déduit immédiatement de leur définition
et reproduit par conséquent, mutatis mutandis, le calcul des fractions
a

ordinaires b

» a et b étant des entiers; nous n’yinsisterons pas non

plus.

12. Lorsque a et & sontdes entiers positifs, b étant inférieur 2 a,
on sait qu'il existe toujours une identité de la forme a =b6.9+r
dans laquelle ¢ et r sont également des entiers positifs, r étant
inférieur & &; on dit alors que ¢ est le quotient et r le reste de la
division de a par b. L’extension de cetle définition aux polynomes
va nous permettre d’arriver & des propositions plus importantes :
soient A et B deux polynomes entiers en z, le premier de degré
m, le second de degré inférieur n; si nous posons l'identité en =

A =B.Q+R,

Q étant un polynome dedegré m —n et R un polynome de degré
(n—1), il est possible de déterminer de proche en proche et d’'une
maniére unique les coefficients de Q puis ceux de R; parmi ces der-
niers un certain nombre et méme tous peuvent se réduire a zéro. Le
polynome Q est appelé quotient et le polynome R reste de la divi-
sion de A par B.

Il est presque inutile de remarquer que dans le cas ou les coeffi~
cients de R sont tous zéro, le polynome Q qu'on détermine ainsi

est celui auquel se réduit la fraction B introduite précédemment.

Ajoutons qu'on dit, dans ce cas, que le polynome A est divisible
par le polynome B ou bien que B est un diviseur de A. Nous n'in-
sisterons pas ici sur les moyens pratiques employés pour déterminer
les coefficients des polynomes Q et R dans le cas général; ce qu'il
importe de fixer, c'est que si I'on ordonne les polynomes A, B et Q
suivant les puissances décroissantes de , on aura les coefficients
de Q par desrelations de la forme ax = b, danslesquelles z est
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un coefficient inconnu et a le coeflicient du premier terme de B. On
n'aura donc A effectuer que des divisions par ce coefficient a. Les
coefficients de R seront ensuite obtenus par des équations de la
forme a4z =B, =z et P étant connus et = étant le coefficient
inconnu.

Il résulte de 14 que si les coefficients des polynomes A et B font
partie d'un ensemble de symboles dans lequel la division par le coeffi-
cient du premier terme de B et la soustraction sont possibles, on pourra
affirmer Pexistence d'une identité de la forme

A =B.Q—+R,
les coefficients des polynomes Q et R appartenant au méme ensemble
de symboles.

En particulier si le coefficient du premier terme de B est le
nombre 1, il suffira que la soustraction soit possible dans I'ensemble
des symboles ou I'on prend les coefficients de A et de B.

Considérons par exemple I'un des cas les plus importants pour
la suite : la division des polynomes par z —a; I'identité 2 écrire
sera

A =(z—a).Q+R,
et R se réduira & un nombre rationnel. Pour obtenir ce nombre il
suffira de remplacer x par un nombre rationnel quelconque; nous
choisirons le nombre a, qui a I'avantage de ne pas exiger le calcul
de Q. Sien effet on fait x = a dansI'identité précédente le poly-
nome A(x) devient un nombre rationnel déterminé A(a), Q(z)
devient également un nombre rationnel Q(a), dont le produit par
zéro est zéro, et I'on a par suite
A(a) = R.

On peut donc dire : Siun polynome A(zx) est divisible par (z— a),
A(a) est égal a zéro et réciproguement.

On verrait aisément que si I'on a également A(4) =0, le poly-
nome est divisible par (z —a)(x —b), etc., etc... Il résulte de la
que si on considére m nombres a, b, ..., { pour lesquels on sup-
pose A(a) =A(b) =--- =A(l) =0, lepolynome A(x), supposé
de degré m, pourra s’écrire

A(x) = k(x—a)z—0)...(z—1),

A élant un nombre rationnel déterminé. 1l est bien clair que ce po-
lynome A(x) ne devient égal a zéro pour aucun nombre rationnel
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différent de a, b, ..., {, puisqu'un produit de nombres rationnels
n'est zéro que si I'un de ces nombres est lui-méme zéro. On peut
donc affirmer qu'¢l n'existe pas de polynome en x de degré m qui prenne
la valeur zéro pour m—1 choix différents du nombre rationnel z.

Le polynome A(x) sera d'ailleurs complétement déterminé lors-
qu'on donnera en outre le nombre rationnel qu'il représente pour un
choix de = différentde a, b, ..., . Ecrivons par exemple A(r) = R;
onen déduira R = A(r —a)(r—6)...(r— 1), ce qui détermine A
d'une maniére unique. Un polynome de degré m est donc délerminé
par ce fait qu'il devient égal a zéro pour m choix différents a, b, ..., 1
du nombre rationnel z et a un nombre rationnel R lorsque x =r.

La proposition précédente va nous amener i une nouvelle pro-
priété des polynomes, qui sera dans la suite d'une grande impor-
tance. Nous avons vu qu'un polynome permet de faire correspondre
i tout nombre rationnel # un nouvecau nombre rationnel ; nous al-
lons établir que la correspondance précédente suffit & définir le po-
lynome et de plus qu'une telle correspondance est complétement déter-
minée par (m-+1) couples de nombres correspondunts qu’on peut
prendre arbitrairement.

11 suffit évidemment pour cela de montrer qu'il existe un polynome
de degré au plus m et un seul qui fail correspondre auzx (m—1)
nombres a, b, ..., l les nombres a, 8, ..., \. Ces couples a.a,
b.8,... sont assujettis & une seule condition qui résulte du fait
que le polynome devient pour chaque choix de  un nombre ration-
nel bien déterminé, c'est que si deux des nombres a et & sont égaux,
les nombres a et B doivent I'étre aussi. Il est bien clair que si cela
a lieu, il faut ajouter un nouveau couple, puisque deux des couples
donnés coincident.

La démonstration de la proposition est iminédiate : le polynome

_(z—=b)z—c)...(x—1)
Mo = = e =)

fait correspondre aux nombres 4, ¢, ..., { le nombre zéro etaunombre
a le nombre 1 ; c'est d’ailleurs le scul polynome possédant cette pro-
priété, d’apres un théoréme démontré plus haut. Si on définit de méme
des polynomes B(x), C(z), ..., L{z), le polynome de méme degré
aA(z) + BB(x; + ... + AL(x) salisfait aux conditions imposées, c’est-
a-dire est de degré au plus égal & m et fait correspondre aux nom-

THKORIE DES NOMBRES 10
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bres a, b, ..., ! les nombres «, B, ..., A. Il est le seul possédant
cette propriété, car s'il en existait un second, la différence de ces
deux polynomes scrait de degré m et ferait correspondre aux (m-+1)
nombres a, b, ..., { le méme nombre zéro, ce qui a été démontré
impossible.

On peut donc dire que la correspondance établie par un polynome
entre les nombres rationnels caractérise le polynome et de plus
qu'elle est complétement donnée par (m—+14) couplesde nombres
correspondants. ’

Il convient de faire observer ici que le degré du polynome qu'on
vient de construire n'est pas nécessairement m, mais peut étre in-
férieur & m. Si par exemple les nombres a et a sont associés de
telle sorte que la correspondance puisse étre donnée par un poly-
nome de degré inférieur & m, c’est ce polynome que I'on obtiendra
d’apres la régle précédente. Ainsi le polynome qui fait correspondre
aux nombres 1, 2, 3 les nombres 0, 1, 2 est le binome x—1; il
est aisé d'ailleurs de le vérifier sur la formule

(z—22—3) , @—3fe—1)  (z—1)e—2) _

Ty e ¢ ) g ) Iy y )
La formule f(z) = «A(z)+ BB(x)+..... ~+AL{(z) qui donne
un polynome f{z), de degré au plus égal & m, tel que
fla) =g, fib)= oo /(1) =12

est connue sous le nom de formule d’interpolation de Lagrange.

1V. — Divisibilité des polynomes.

13. Nous allons maintenant exposer rapidement comment on a pu
étendre, aux polynomes entiers en z, les notions correspondant a la
décomposition des entiers en facteurs. Dans I'étude des entiers po-
sitifs on a remarqué que le produit de deux entiers positifs est en-
core un entier positif, et on a été conduit par l1a a rechercher si tout
cntier peut étre regardé comme le produit de deux entiers. La
réponse négative & cetle question a permis de séparer en deux
classes les entiers positifs ; dans 'une on a mis les nombres qui
n'admettent d’autres diviseurs qu'eux-mémes et 'unité et qu'on a ap-
pelés nombres premiers, les autres ont été nommés nombres composés.
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On a montré que tout nombre composé peut étre mis et d'une seule
maniére sous forme d'un produit de nombres premiers et on a fondé
la-dessus une théorie de la divisibilité des entiers.

Il suflit d’observer que le produit de deux polynomes entiers
en r est également un polynome entier en 2 pour étre amené & se
poser pour les polynomes la question inverse : tout polynome en-
tier en x peut-il se ramener a un produit de deux polynomes? Nous
avons vu que lorsqu'on a une identité en z: A = B.Q, le poly-
nome B est dit diviseur de A ; on va montrer qu'étant donné un
polynome entier f(x) il est possible de reconnaitre si ce polynome
admel des diviseurs et dans ce cas de les trouver par un nombre
limité d'opérations.

Supposons le polynome f(z) de degré 2n ou 2n-+1; il est
clair qu’il suffira de trouver tous les polynomes de degré n au plus
qui divisent f(z); s'il existe, en effet, un polynome de degré supé-
rieur & n divisant f(z), il s’'obtiendra en divisant f(x) parle produit
de polynomes diviseurs de degré inférieur & n.

Soit d’abord un polynome f(x) a coefficients rationnels ; nous pou-
vons multiplier ce polynome par un entier suffisamment grand pour
que tous les coefficients deviennent entiers; si on suppose que
chaque coefficient est une fraction irréductible, il suffira de mul-
tiplier par le plus petit multiple commun des dénominateurs. On
pourra d’ailleurs affirmer qu'aprés cette opération, les divers coeffi-
cients de f(z) seront sans diviseur commun et substituer le polynome
ainsi obtenu au polynome donné.

Si 'on a, en effet, trouvé

on en conclut

sous la seule condition B.C = A, A, B, C étant des nombres ra-
tionnels quelconques.

Nous conviendrons donc de rendre le polynome donné flx) & coef-
ficients entiers sans diviseur commun et de n'appeler DIVISEURS de f(x)
que les diviseurs du polynome ainsi modifié.

A I'égard des polynomes entiers en z dont les coefficients sont en-
tiers, Gauss a établi la proposition suivante : si un polynome a coef-
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ficients entiers est décomposab’e en un produit de deux polynomes, ces
polynomes sont aussi a coefficients entiers.

Remarquons d'abord que si ofz) et ¢(x) sont des polynomes a
coefficients entiers, dans chacun desquels le plus grand commun
diviseur des coefticients est l'unité, il en est de méme du produit
¢(x).¢.x). 11 suflit, pour le prouver, de montrer que tout nombre
premier p qui divise tous les coeflicients du produit divise aussi
tous les coefficients d'un des facteurs.

Or nous pouvons toujours écrire o(z) et §(z) sous la forme

olx) = poix) + ulx),
(T, = puir) + i),

o1 3, Y1, % élant des polynomes a coefficients entiers dont certains
peuvent étre identiquement nuls et aucun coeficient de o, ni de ¢,
n’étant divisible par p.

Mais on a identiquement

o—p.% Y—p.h] = or.te;

il en résulte que le second membre de cette identité est divisible
par p. Cela est manifestement impossible sans que I'un des polynomes
o cl ¢, se réduise & zéro. En effet, le terme de plus haut degré du
produit ¢,.¢, n'est certainement pas divisible par p d’aprés I'hypo-
thése méme faite sur les coefficients de 9, et ¢,. Donc 'un des po-
Iynomes oy, ¢, se réduit a zéro et le polynome ¢, ¢ correspondant
a ses coeflicients divisibles par p.

La proposition de Gauss est maintenant immédiate. Soit f(x) un
polynome a coefficients cntiers quiestle produit de deux polynomes
ofx) et ¢ (x) & coefficicnts rationnels; en multipliant par le plus
petit multiple commun des dénominateurs on peut écrire

Af(z) = B.o: (2).4u(2),

A et B étant des entiers, o, et ¢, étant des polynomes dont les
coefficients sont des entiers sans diviseur commun. Le plus grand
diviseur commun aux coefficients du second membre développé est
donc B} il en résulte que A divise B, et si 1'on pose

B=A.C,
[(z) = C.o/x). 4u(z),

on aura
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ce qui démontre la proposition de Gauss. Le nombre C est d'ailleurs
le plus grand diviseur commun aux coefficients de f(x).

14. Nous avons appris ainsi qu'étant donné un polynome f(x) dont
les coefficients sont des entiers sans diviseur commun, il suffit de
rechercher les diviseurs de f(x) parmi les polynomes dont les coefficients
possédent la méme propriété,

Soit donc maintenant

(=) = g(z).h(z),
g et h étant & coefficients entiers; on aura, quel que soit I'entier a,

f(a) = g(a).A(a),
ce qui montre que l'entier g(a) est nécessairement diviseur de f(a);
il existe donc pour g (a) un nombre limité de valeurs possibles.

Donnons-nous le degré de g(x), pris comme on I'a remarqué plus
haut parmi les nombres 1, 2, ..., n; soit p ce degré. Le polynome
g (z) sera complétement déterminé si 'on connait les entiers qu'il fait
correspondrea (p+1) entiers quelconques a, b, ..., k. Les nombres
g(a), g(b), ..., g(k) sont respectivement des diviseurs positifs ou
négatifs des nombres f(a), f(6), ..., f(k).

11 suffit done de combiner les diviseurs de f(a), f(b), ..., f(k) entre
eux de toutes les maniéres possibles en prenant un diviseur et un
seul de chacun de ces nombres et de former les polynomes de degré
p qui pour a, b, ..., ! deviennent égaux a ces diviseurs. On obtien-
dra ainsi un nombre limité de polynomes qu’il suffira d’essayer
pour trouver, s'il en existe, les diviseurs de degré p de f(x). Il est
clair qu'il y aura tout avantage a choisir les nombres a, b, ..., k de
fagon que les entiers f(a), f(b), ..., f(k) aient aussi peu de diviseurs
que possible. En cherchant successivement les diviseurs du premier
degré, puis du second, du troisiéme, etc., on sera assuré de ne
jamais faire dopération inutile. 11 faut remarquer qu'un diviseur
étant trouvé, il est nécessaire de s'assurer s'il n'est pas diviseur
multiple de f(x), c’est-a-dire si le quotient de f(x) par ce diviseur
est encore ou non divisible par le méme diviseur. Dans le cas ou
cela se présente, il faut avant de chercher de nouveaux diviseurs
débarrasser f(z) complétement de ce diviseur multiple.

Enfin il est inutile de s’occuper des polynomes que I'on obtient
par la formule de Lagrange lorsque leurs coefficients ne sont pas
entiers.
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Soit par exemple a étudier le polynome z*+z*—2z-+2 au
point de vue de sa décomposition en facteurs. Il suffit de chercher
ses diviseurs du premier degré. Nous avons, en prenant pour
nombres a, b, ..., k les nombres 0 et 1,

/(0) =2,
1) =3,
ce qui donne pour ¢(0) et g(1) les systémes
g(0) = %=1, =2;
g(1) = =1, +3.

On peut évidemment se borner a considérer les diviseurs, abstrac-
tion faite de leur signe, c’est-a-dire seulement les huit combinaisons

g10) g(1) g(0) | gd)
1 1 ) 1
1 — 2 —
1 3 2 3
1 —3 ) —3

D'ailleurs comme on a ici A(z) =1 —z et B(z)=12z, les

binomes obtenus sont respectivement
{—z+4+2, |l—z—2, {1—2+3r, 1—x—32
et
2—2 4+, 2—22—zx, 22243z, 2 —2z — 3=.

Parmi ces binomes on peut écarter a priori ceux qui ne renferment
pas z et ceux pour lesquels le coefficient de z est autre que =1,
car il résulte des régles de 1a multiplication des polynomes que le
coefficient de z* dans f(z) doit étre divisible par celui de = dans
9(z).

Il reste donc 4 essayer seulement les deux binomes 2—z et
2+, et l'on voit aisément que 2+ z convient seul. En
effectuant la division on a donc

B+ —r4+2=(z+2).(*—z+1),
et la décomposition est terminée puisque =+ 2 ne divise pas
P —z+1.
Ajoutons que la méthode précédente est loin d'étre la plus simple
lorsqu'on se borne a rechercher les diviseurs du premier degré du
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polynome f(x). Habituellement on opére de la maniére suivante : Si

I'un des diviseurs est ¢xr —p, on aura f(-g) =0, c'est-a-dire
ap™ +bp" g + ...+ lgm =0,

d’otu il résulte que p divise ! et ¢ divise a, en supposant bien
entendu p et g sans diviseur commun.

1l suffit par conséquent d'essayer les binomes ¢z — p, ol ¢ est
un diviseur de z et p undiviseur de .

Nous venons d'établir que par un nombre limité d’opérations il est
possible de trouver tous les polynomes de degré donné p qui divisent
un polynome f(x); lorsqu'on a procédé méthodiquement en cher-
chant d’abord les diviseurs du premier degré, puis ceux du second,
etc., on peut affirmer que les polynomes trouvés n'admettent aucun
diviseur. En effet, un diviseur du second degré, par exemple, ne
pourrait admettre qu'un diviseur du premier degré et on les a tous
obtenus et supprimés dans f(z) lorsqu'on cherche les diviseurs du
second degré.

On peut donc écrire une décomposition de f(x) absolument
analogue 4 la décomposition d’'un nombre entier en facteurs
premiers

=gk D
Les polynomes g, k, ... /, qui n'admettent aucun diviseur, sont dits
irréductibles; ils jouent manifestement le réle que jouent les
nombres premiers en Arithmétique.

Il est facile de voir qu'il existe des polynomes irréductibles de
degré quelconque, le binome "+ 2 ou n est quelconque en est
évidemment un; il en est de méme de a* '+ P4 ... 42+ 1
lorsque p est un nombre premier; nous le démontrerons plus loin.

15. Tout polynome entier en x, acocfficients entiers sans diviseur
commun, est irréductible ou décomposable en un produit de poly-
nomes irréductibles dont les coefficients possédent la méme
propriété. Il reste & prouver qu'une telle décomposition n'est possible
que d'une seule maniére, et pour cela nous sommes obligés de faire
appel & l'algorithme du plus grand commun diviseur étendu aux
polynomes. L’existence de I'algorithme d’Euclide pourles polynomes
est une simple conséquence de I'existence de I'identité de la division
A =B.Q+R.
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Supposons A et B a coeflicients entiers, ce qu'il est toujours per-
mis de faire; on peut remarquer d’abord qu'il suffit de mulliplier A
par un entier convenable, le coefficient du premier terme de B
élevé 4 une certaine puissance, pour n'introduire dans Q et dans R
que des nombres entiers.

Si I'on écrit alors aA = B.Q + R, on peut en conclure que les
diviseurs communs & A et & B sont les mémes que les diviseurs
communs &4 B et & R. En continuant a déterminer les polynomes
R, R,..... qui vérifient les identités

4B = R.Q, + Ry,
2,R = R,.Q:+R;,

dans lesquelles 2; est une puissance du coefficient du premier terme
de R, on parvient soit & un reste R, nul, soit & un reste R, qui
est un nombre entier autre que zéro.

Dans le premier cas les diviseurs communs & A et 2 B sont les
mémes que les diviseurs de R, ., onditque R, est le plus
grand commun diviseur des polynomes A et B; dans le second cas,
A et B n'ont aucun diviseur commun, on dit qu'ils sont premiers
entre eux.

La suite des identités qu'on vient d'écrire devient manifestement,
lorsqu'on remplace A et B par A.M et B.M, M étant un polynome
quelconque 2 coefficients entiers :

4B.M = R.M.Q, +R,.M,
(IQR.M = R|.M.Q|+R¢.M‘

d’ou il résulte que : 1° Si A et B ont pour plus grand commun divi-
seur D, AM et BM ont pour plus grand commun diviseur DM ;

2° Si A et B sont premiers entre eux, A.M et B.M ont pour plus
grand commun diviseur M.

Cela va nous permetire de démontrer la proposition suivante, qui
est fondamentale dans cette théorie : Un polynome irréductible C
qui divise le produit A.B de deux polynomes A et B divise nécessaire-
ment l'un d’eux.
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Supposons en effet que C ne divise pas A, il sera premicr avec A
puisqu'ils ne peuvent avoir de diviseur commun autre que C; le
plus grand commun diviseurd C.B et & A.B sera par conséquent B.
11 suit de 12 que C, qui divise C.B et A.B, est un diviseur de leur
plus grand commun diviseur B. C'est ce qu’il fallait démontrer.

On déduit immédiatement de ce théoréme que lorsqu’un polynome
irréductible divise un produit de polynomes irréductibles, il est
identique & I'un d’eux. D'une maniére générale pour que le poly-
nome f(z) soit un diviseur de F(z), il faut et il suffit que f(z)
ne renferme que des facteurs irréductibles de F(r) affectés d'un
exposant au plus égal a celui qu'ils ont dans F(z).

Si I'on avait par conséquent deux décompositions de f(z) en fac-
teurs irréductibles, chacune d'elles devrait diviser l'autre et par
suite elles renfermeraient les mémes facteurs & la méme puissance,
c'est-a-dire seraient identiques. On peut donc affirmer que la
décomposition d'un polynome en facteurs irréductibles n'est pos-
sible que d'une seule maniére. Nous avons donné le moyen de
trouver une décomposition, il est par conséquent inutile d’en cher-
cher d’autres.

V. — Polynomes & plusieurs variables.

16. Les propositions précédentes sur les polynomes & une variable
z s'étendent naturellement aux polynomes & plusieurs variables
&y, Ty, - .., Tn, C'est-d-dire aux expressions qui sont la somme d'un
nombre limité de termes :

A désignant un nombre rationnel, «, 8, ..., A des entiers positifs
et =z, %, ..., T,, des nombres rationnels indéterminés. C'est tou-
jours dans ce sens de symboles connus dont on ne fixe pas la déter-
mination, que nous emploierons le mot variables.

On peut évidemment, comme pour les polynomes & une variable z,
se borner ici 4 I'étude des polynomes & coefficients entiers. Nous
allons seulement mettre en évidence la possibilité d’'une décompo-
sition, par un nombre fini d’essais, d’'un polynome & n variables
Ty, ..., Tn en un produit de polynomes irréductibles.
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Le probléme qui consiste 4 trouver les diviscurs de f(zy, x, ..., 2,)
se ram¢ne par un artifice ingénieux da A Kronecker, au probléme
analogue, d¢ja résolu, pour les polynomes & une scule variable.

Désignons par g un entier positif qui surpasse I'exposant le plus
élevé de chacune des variables Zy, Xy, ..., T, dans [z, ..., x). 1
est clair que si f(z,, ..., z,) est décomposable en facteurs, g dé-
passera aussi le plus grand des exposants de i, ..., ¥, dans chacun
de ces facteurs.

Posons alors

n—it
=z, T,=29 ;=2 ... x,=2"

en désignant par & une nouvelle indéterminge, ce qui revient a con-
sidérer le cas ou les nombres rationnels x,, xy, ..., 2, au lieu d’élre
absolument arbitraires sont toujours des fonctions déterminées de lun
d’entre eur. On voit aisément que si f(zy, ..., ) est décomposable
lorsque a, ..., z, ne sont pas liés entre eux, il en sera de méme du
polynome F(x) que l'on fait ainsi correspondre a /.

A toul monome tel que Axf:... z3» correspond dans le polynome
F(z) le monome Azt +igtagit iy dans lequel on peut
considérer l'exposant de z comme le nombre

Ay Opg oee U3y

supposé écrit dans le systétme de numération de base g. Cela résulte
de I'hypothése que les exposants z,, ..., , sont tous inférieurs a g.
D'ailleurs la correspondance ainsi établie est univoque, c'est-a-dire
qu’'aux termes différents de f(a, ..., x,) correspondent dans F(z) des
termes de degrés différents. Il n’y a donc, aprés la transformation,
aucune réduction possible des termes de T (z) entre euz.
Nous savons qu’a toute égalité

f(®yy ooy Zn) = g (T4, ooy ) R (Z4y ..., )

correspond une égalité

F(z) = G(x).H(z).
G et H désignant les transformées respectives de g et k. Il suffit
donc pour savoir si / admet ou non des diviseurs, de chercher les
diviseurs irréductibles G(z) de F(z), d’écrire pour chacun d'eux
I'identité en z

F(r) = G(x).H(x)

et de transformer cette identité par la substitution inverse, ce qui
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donne
[(xy, T2y oony Tn) = g2y, Tay ...y T0). (T4, ..., ).

Si I'on obtienl ainsi une identité en =z, z,, ..., z,, on peutaffirmer
que g(xy, ..., r,) estbien un diviscurirréductible de f(zy, ..., ). Si
h(zy, ..., x,) n'est pas divisible par g(z, ..., 2,), on opérera sur
h(xy, ..., T») comme on a opéré sur f(.ry, ..., T,); on parviendra ainsi
par un nombre limité d’'essais & la décomposition de f(z, ..., Z,)
en facteurs irréductibles ot 'on reconnaitra l'absence de toute
décomposition.

Supposons que dans un polynome 4 plusieurs variables #,, 2, ..., s
on porte spécialement l'attention sur l'une d'elles z,, qu'on
appellera z, les autres étant considérées comme des nombres
rationnels indélerminés a, 4, ..., I. Nous pouvons toujours suppo-
ser que dans le polynome f(r, a, &, ..., ) les coefficients des diver-
ses puissances de x sont des polynomesen a, b,...,! sans divi-
seur commun et & coefficients entiers. S'il n'existe alors aucunec
identité de la forme

f(z,a,b,....0)=g(x,a,b,.. ,0).h(z,a,b,.. ,1)

dans laquelle g et h sont des polynomes en 2z, a,b,...,[, on
dira que le polynomeen = f(x,a.b,...,1) estirréductibledans le
domaine d’intégrité [a, b, ..., 1] (").

Il est aisé de voir que les proposilions établies sur l'existence
des polynomes irréductibles & une variable z, la décomposition
unique d'un polynome en facteurs irréductibles, etc..., s’étendent
aux polynomes i plusieurs variables et par suite aux polynomes
en z, a, b, ..., I dont on vient de parler; nous n'y insisterons
pas davantage.

Terminons en observant qu'on peut, en suivant la marche indi-
quée dans le cas d'une seule variable, introduire des symboles X

(*) On désigne sous le nom de domaine d'intégrité ([a, b, ..., I] Uensemble des
polynomes entiers a coefficients entiers des letires a,b,...,1; un polynome est
par conséquent irréductible dans un domaine d’intégrité lorsqu'il n'est pas le pro-
duit de deux polynomes dont les coefficients appartiennent & ce domaine.

Cette définition de lirréductibilité concorde manifestement avec la définition
donnée pour un polynome i une variable; dans cette derniére le domaine d'intégrité
est remplacé par I'ensemble des nombres entiers,
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définis par des relations de la forme

[(zy, 23 ..., 20). X = g(2y, 23y ..., Ta),

dans laquelle f et g sont des polynomes et qu'on appelle fractions
rationnelles des variables z,, s, ..., Z,. On les représente par le signe
(T, 23,...,2,)
[, &5, ...\ Tp)
a celles des fractions ordinaires et s’établissent de méme lorsqu'on
suppose qu’ils possédent avec les polynomes deux modes de com-
position : addition et multiplication, suivant les mémes lois que les
modes correspondants pour les entiers positifs.

et il est bien clair que leurs propriétés sont analogues




CHAPITRE 11

LES NOMBRES ALGEBRIQUES

I. — Définition.

17. Considérons un polynome entier en x 4 coefficients ration-

nels,

[(z)=aa" + ax™' + ... + Gg;
nous savons qu’a tout nombre rationnel z,, le polynome fait corres-
pondre un nombre rationnel bien déterminé f(z,).

Nous avons déja fait observer que le nombre f(z,) ainsi obtenu
n'est pas un nombre rationnel quelconque, c'est-a-dire qu'étant
donné un nombre ralionnel y, il n'existe pas nécessairement de
nombre rationnel x, tel que I'on ait 1'égalité

Yo = [ (z,).

Il est aisé de reconnaitre, lorsqu'on donne le nombre y,, si une
telle égalité peut avoir lieu. Considérons i cet effet le polynome
entier [(z) — vy,; s'il existe un nombre rationnel z, qui vérifie
I'égalité f(x,) = vy,, ce nombre annule le polynome f[(z)— y,,
et réciproquement. On est donc amené A rechercher les nombres
rationnels qui, mis & la place de z, annulent le polynome f(z)—y,.

Remarquons immédiatement qu'il suffira de considérer au lieu de
[(xz) — y,, tout polynome & coefficients entiers qu'on peut en
déduire en maultipliant cette expression par un entier convenable
el, en particulier, celui de ces polynomes dont tous les coefficients
sont des entiers sans diviseur commun.

Soit donc F(z) un polynome entier salisfaisant  cette condition;

b
si 2 est un nombre rationnel tel que l'on ait F(;) =0, le
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polynome F(x) est divisible par -az — b; inversement, si I'on a
F(z) = lax — b)G(x),

l/
le polynome F(r) s’annule pour = =;:- . On conclut de 12 que

tout polynome entier qui admet des diviseurs du premier degré, peut
représenter le nombre zérv pour des déterminations rationnelles de la
variable. 11 existe antant de représentations qu’il existe de diviseurs
du premier degré différents.

Si, au contraire, un polynome entier n'admet pas de diviseurs du
premier degré, il n'existe pas de nombre ralionnel qui annule le
polynome.

Cette remarque nous améne 2 étendre de nouveau 'ensemble des
symboles sur lesquels nous raisonnons, et nous allons le faire en
suivant absolument la méthode employée pour l'introduction des
nombres rationnels.

18. Considérons un polynome enlier en z a coefficients ration-
nels, f(z). irréductible an sens que nous avons adopté plus haut.
11 n'existe aucun nombre rationnel qui, mis 4 la place de z, vérifie
la relation f(z) =0 lorsque, comme nous le supposons natu-
rellement, le degré n de f(x) est différentde 1'unité.

Nous allons ajouter a4 I'ensemble des nombres rationnels des
symboles nouveaux qui, par définition, vérifieront cette relation. Il
est évidemment nécessaire, pour que cela ait un sens, que nous
ayons défini pour ces symboles des opérations que nous appel-
lerons addition et multiplication et quiconduisent d'une maniére
unique et déterminée au polynome f(z) lorsqu'on donne z. Il nous
faut donc définir deux modes de composition de ces symboles entre
eux et avec les nombres rationnels; nous pouvons d’ailleurs, au point
de vue logique, faire cela d’'une maniére arbitraire. Nous nous attache-
rons, pour la simplicité des résultats, a conserver i ces deux modes
de composition les propriétés fondamentales de 1'addition et de la

- multiplication qu'on a trouvées pour les nombres entiers.

Ainsi I'ensemble des nouveaux symboles et des anciens sera tel
que:

1° De deux d'entre eux on puisse déduire un troisi¢éme d'une
maniére unique, la composition ainsi définie possédant les quatre
propriétés fondamentales de 'addition ;
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20 De deux d’entre eux, par un second mode de composition, on
puisse déduire un troisiéme symbole, la composition possédant les
cing propriétés fondamentales de la multiplication.

Enfin on conservera la maniére d'écrire employée pour 1'addition
et la multiplication des entiers.

Avant d’aller plus loin, nous pouvons remarquer que la propriété
distributive de la multiplication permet d’écrire

z.(y + 0) = z.y + 2.0,

z et y étant deux quelconques de nos symboles; et comme l'on a
y+ 0=y, il en résulte z.0=0; donc le produit d'un quel-
conque des nouveaux symboles par zéro sera zéro. La propriélé com-
mutative de la multiplication montre qu'on a également 0.z = 0.

Si maintenant nous considérons les produits z.0 et z.y, en sup-
posant z différent de zéro, on peut conclure de la cinquiéme
propriété fondamentale de la multiplication que lorsque y est
différent de zéro, le produit z.y n'est pas zéro. Il résulte de la
qu'un produit de deux symboles n’est nul que si 'un des symboles est
nul. C’est 1a une importante proposition dont nous aurons bientdt a
nous servir.

19. Jusqu'a présent nous n'avons pas défini les symboles que nous
voulons introduire, nous n'avons défini que leurs modes de compo-
sition. Ce que nous avons dit prouve qu'il sera possible, lorsque les
symboles seront définis, de définir d'une maniére précise ce que
c’est quun polynome ou une fraction rationnelle dont les élé-
ments : coefficients ou variables, sont ces nouveaux symboles.

Désignons maintenant par x, un symbole satisfaisant aux condi-
tions précédentes et vérifiant la relation f(x,) =0. Nous pouvons
conclure de la que f(x) est divisible par (z—ux;), c'est-a-dire
qu’il existe une identité en z telle que:

- flx) = (x—2)fi(z, z),
fi(x, z;) étant un polynome entier en x de degré n—1 dont
les coefficients sont des polynomes entiers en z,. En effet, la théorie
de la divisibilit¢ d’'un polynome par z — e repose sur l'exis-

tence d’une identité,
A = BQ +R,

lorsque A est un polynome de degré supérieur a B. Cette identité
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peut étre écrite ici, d'apreés les hypothéses faites sur z,, et donnera

f(.’L‘) = (.x—‘xl)fi(-r, 3'1) +f(1") ;
comme nous supposons par définition f(z,) = 0, il en résulte

f(z) = (z —z,)f\(z, &)

Lorsqu'on a introduit, dans le calcul, les nombres rationnels par

une relation .
a.x—1=0,

les propriétés fondamentales de la multiplication ont permis d’éla-
blir I'existence d'un seul symbole possédant les modes de compo-
sition indiqués et tel que a.z— 1 = 0. Il n'en est plus de méme
ici; nous allons voir, en effet, qu'il existe n symboles possédant les
modes de composition ci-dessus désignés et vérifiant la relation
f(z) = 0, desorte qu'on est conduit & ajouter simultanément ces
n symboles & I'ensemble des nombres rationnels.

Soit, en effet, z; un symbole tel que 'on ait f(x,)=0; liden-
tité en z

f(x) = (z — z)fi(z, =)
f(x2) = (z3 — 0 )f\(s, T1);

on voit qu’il n'en résulte pas nécessairement z,—z, =0; si l'on
suppose, par conséquent, z, différent de x,, on aura

: filxs, ) = 0.

Le symbole x, annule donec le polynome fi(z, z,), autrement dit
de I'identité en z

[, 3) = (& — Ty Tuy 23) + Filws T1),

donnera

que I'on peut toujours écrire, d'aprés les hypothéses faites sur x, et
x4, et ol f; est un polynome entier en x de degré (n—2), a
coefficients entiers en z, et x,, on peut déduire

flz, z,) = (¢ — z3)fo(x, 21, @),
xz, et x; ayant la signification supposée.
En continuant ainsi, on mettra f(x) sous la forme
flx) =(x—x)x — x5). . .(x — 20},

Ty, Tsy. .., T, 6tant des symboles différents, c'est-a-dire que dans le
calcul on devra regarder les différences ri— x; comme diffé-
renles de zéro.
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Nous supposons bien entendu que le coefficient de z* dans f(x)
a éLé ramené a étre I'unité, sans quoi il aurait fallu introduire dans
le second membre un facteur égal 4 ce coefficient.

Je dis qu'il n'existe plus d’autre symbole x, possédant les propriétés
indiquées et tel que l'on ait f(x,)=0. On déduirait en effet de cette
relation

(zy—a)ap,—x3)...(T,—x5) = 0,
et comme le produit d'un certain nombre de nos symboles n’est nul
que si 'un d'eux est égal a zéro, il en résulte que z, est I'un
des symboles déja introduits.

Nous sommes donc amenés a considérer simultanément n sym-
boles =z,,;,...,z, possédant les propriétés indiquées et vérifiant
la relation f(x) = 0 ou les équations successives

f@y=o0, L=/

Ly — Ty - f‘(xh xi\' = 0’

[i(xs, T)— [i(x2, 1)

T3 — Ty

= fal®y, 23,2,) = 0, etc. .

Ajoutons qu'on peut encore regarder x,, x;, ..., T, comme
définis par I'identité en x

fx)= (v —x)z—mx)...r—z,);
si nous posons, par exemple,
f(z) = & —p@"™ + pa™~? - = pa,

I'identification donnera entre les symboles zy, x;, ..., . lesrela-
tions

Iy + g+t Tp = Py,

Ty + - 4 TpyTn = P,

Ces relations sont équivalentes aux relations
f(x) =0, Nz, ) =0, fi(zs, x5, 7,) = 0, ete...,

c'est-a-dire que les unes sont des conséquences nécessaires des
autres et réciproquement. Il serait aisé de le vérifier ; nous y revien-
drons plus loin.

Tu£ORIE DES NOMBRES 11
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Nous avons maintenant & développer les conséquences logiques
des hypothéses faites sur les symboles z,, z;, ..., za, C'est-a-
dire & constituer le calcul de ces symboles tel qu'il résulte de ces
hypothéses. 1l résultera clairement de ce calcul que les hypothéses
qu'on a faites sur z,, x, ..., &, ne sont pas contradicloires, c’est-a-
dire qu'il est clfectivement possible de définir logiquement des sym-
boles zy, z,, ... x, autres que les nombres rationnels, possédant avec
ces derniers deux modes de composition : addition et multiplication,
qui suivent les mémes lois que ces modes dans le calcul des entiers,
et qui vérifient en outre les relations

flz)) =0, filde, ) =0, .....
écrites plus haut.

Mais, alors que le développement des hypothéses faites sur les
symboles qu'on a appelés « entiers négatifs» et « nombres rationnels
résulte immédiatement des propriétés bien connues des nombres
entiers positifs, celui des hypothéses faites sur x,, 3, .. , Z, exige
une étude plus approfondie des propriétés des polynomes & une el &
plusieurs variables. Cette étude constituera le chapitre suivant et
ce n’est que dans un chapitre ultérieur que 1'on montrera d'une
part, qu'il est possible de déduire toutes les conséquences néces-
saires des relations qui servent & définir z,, 3, ..., ¥» d’'un nom-
bre limité d’entre elles, n'impliquant manifestement pas de contra-
diction, et, d'autre part, qu'a des questions de notation prés,
provenant de ce qu'on n’a pu désigner les symboles qui annulent
[ (z) par &, x5, ..., r, que dans un ordre arbitraire, le calcul de
ces symboles est complétement déterminé el connu d'aprés les hy-
pothéses faites. D'une maniére plus précise, on saura décider si
deux fonctions bien définies de xy, x,, ..., , sont égales el on
pourra donner leur somme et leur produit. Nous aurons, évidem-
ment, répondu ainsi & toutes les objections.

20. Nous commencerons néanmoins par faire ici, au sujet du
calcul des symboles xy, z,, ..., x,, quelques observations générales
dont il sera tiré parti plus loin.

Bornons-nous d'abord au calcul du symbole x; et des symboles
dérivés de sa composition avec lui-méme et avec les nombres ra-
tionnels. Parmi ces symboles, ceux qui renferment seulement des
puissances positives entiéres de x; se raménent immédiatement a
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I'aide de la relation f(r,)=0, & la forme
a—+ bz, +cxl + ...+ lx¥!,

ou a, 5,...,1 sont des nombres rationnels quelconques.

Tous ces symboles sont définis d'une maniére unique, et I'hypo-
thése faite sur la composition par addition ou multiplication du
symbole z, et des nombres rationnels permet d'étendre, au calcul
de ces symboles, les lois du calcul des polynomes, c’est-a-dire celles
du calcul des entiers positifs.

Nous allons montrer que toutes les relations rationnelles que vé-
rifie x, sont des conséquences nécessaires de f(z,) = 0.

Supposons, en effet, que I'on ait ¢(z,) =0, ¢ désignant un
polynome qu’on peut supposer a coefficients entiers; les opérations
qui conduisent au plus grand commun diviseur entre f(x) et o(x)
donneront certainement un résultat. Sinon, en effet, on parvien-
drait & une identité de la forme

F(z).9(z) + ®(z).f(z) = a,

a étant un entier autre que zéro, et lorsqu'on y fait z = z,, cette
identité conduit & une contradiction. Mais f(x) est irréductible par
hypothése; il en résulte que o(x) est au moins de degré n et ad-
met f(z) comme diviseur.

La relation ¢(x,) =0 estdonc une conséquence de f(2,) = 0;
en d'autres termes : Tout polynome ¢(z), qui s'annule pour Pun des
symboles qui annulent le polynome irréductible f(z), est divisible
par f(z).

On peut conclure de 1a que tous les polynomes entiers en 2z, de
degré inférieur a n sont nécessairement différents, car une égalilé
entre deux de ces polynomes donnerait précisément, si elle n'est
pas une identité, un polynome entier s’annulant pour z = z,.

Nous allons continuer en étudiant les fractions rationnelles en z,

a coefficients rationnels, c'est-i-dire les expressions de la forme

Dlz,) » ou P et Q sont deux polynomes entiers de degré inférieur

Q(J-'l)

a n. Tout d’'abord on peut affirmer que Q(x) et le polynome irré-
ductible f(x) n'ont aucun diviseur commun; I'algorithme du plus
grand commun diviseur conduit donc 4 une identité en x:

q(x).f(x) + Q(x).F(x) =1,
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ou ¢q(x) et F(z) sont des polynomes enliers. On déduit de 1a, en
P(z )

multipliant les deux membres par —

Qa)’
P(z). q(z) P(.t) .
—_— P
Q) - f(z) + P(z).F(z) = %)’
ce qui montre que, pour tout symbole z, qui annule f(z), on a
P(z,) _
—Qm = P(‘Tl).F(.T])

ou, en développant le second membre et le réduisant a I'aide de la
relation f(z) =0, Pz,
Iy ,
Q=) R{zy),

R étant un polynome entier de degré inférieur & n. On n’introduit
donc pas, pur la considération des fractions rationnelles de x,, d’autres
symboles que ceux que Pon a déja considérés. On ‘peut donc conclure
détinitivement que le calcul de x, seul se réduit a celui des polynomes
entiers en x, de degré inférieur & n, en y négligeant simplement les
multiples de f(x,).

La relation f(z) = (zx—ux,)(x—=,)...(r —z,), symétrique en
Zy,Ty,. .., Ty, permettrait d'appliquer le méme raisonnement a tous
les symboles xy, s,..., T,, et par conséquent de ne considérer que
les polynomes entiers en z,,Z,, ..., de degré inférieur 2 n par
rapport & chacune de ‘ces lettres; mais nous allons voir que la
considération du systéme de relations donnant les liaisons entre
Zy, T3, ..., Tn permet encore de restreindre le nombre des symboles
a introduire.

Cela apparaitra immédiatement si I'on considére le systéme de

relations
f(‘ri) = 0, rl(zh -'h) == 0! fl(x;; Ty, zﬂ) = 0., ete...

On voit, en effet, qu’'a I'aide de f(x;) = 0 toute fonction ration-
nelle de x, se réduit & un polynome entier de degré inférieur a =,
al'aide de fi(xs, ) =0 et de fiz) =0 toute fonction ration-
nelle de x, et x; se réduit 3 un polynome entier en x, et 2, de degré
inférieur & nen x, et inférieur & (n—1) en x5, etc., etc.

En résumé, les symboles a introduire sont compris parmi les fonctions
entiéresde xy, Ty, ..., Tn @ coefficients rationnels et de degré inférieur
@ (n—i—+ 1) parrapport au symbole xi.
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24. Pour revenir 4 un autre ordre d'idées, l'introduction des sym-
boles qui, soumis aux conditions déja données, vérifient f(x)=0
revient & I’adjonction aux groupes formés par les nombres ration-
nels pour les deux modes de composition : addition et multipli-
cation, de n nouveaur symboles x,, x;, ..., x, et de n relations
fondamentales entre ces symboles et les anciens.

Ces relations fondamentales peuvent étre écrites sous la forme
symétrique

Xy + Ty~ o+ Ty = Py
Ty 4+ = Tpy Tn = Ps,

ou sous la forme non symétrique
f(xy) =0, fi(zs, 1) =0, fi(xs, 22y 2,) = 0, elc...

Nous avons A chercher si el comment, en tenant compte de ces
relations fondamentales et des lois de I'addition et de la multiplica-
tion, on peut compléter la table de structure des groupes formés de
I'ensemble des nombres rationnels et des fonctions rationnelles &
coefficients rationnels de z, 23, ..., z,, tant au point de vue de
I'addition que de la multiplication de leurs éléments.

Il sera donc nécessaire de rechercher d’abord quelles sont parmi
ces fonctions celles qui doivent é&tre regardées comme des éléments
distincts, et 'on peut affirmer, une fois cela fait, que la table de .
structure pourra étre construite ; — il résultera d’ailleurs de cette
table elle-méme que les hypothéses faites sur zy, ..., z, n’entral-
nent point de contradiction. Le nouvel ensemble pourra donc étre
regardé comme connu vis-d-vis des deux modes de composition :
addition et multiplication.

On pourrait alors donner des noms 4 tous les symboles différents
ainsi introduits et les représenter par des signes spéciaux, comme
on I'a fait pour les entiers négatifs et les nombres rationnels; mais
il est préférable, & cause de la complexité des notations qu'il faudrait
employer, de les conserver sous la forme, & laquelle on les a ré-
duits, de polynomes entiers en =z,, 2y,..., %, Cela est d’ailleurs
indispensable en ce moment.

Tout ceci étant acquis, on peut imaginer que l'on répéte sur
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chaque polynome irréductible & coefficients rationnels, dont le
premier coefficient est I'unité, ce qu'on vient de faire pour le poly-
nome f{z). On associera par conséquent a tout polynome irréduc-
tible ¢(y), dec degré p, des symboles distincts y,, ys, ..., Y, en
nombre p, desquels on suppose qu'ils vérifient I'identité

9(y) = Y—9)Ny—y)--- (y—¥»)
et qu’ils se composent entre eux et avec les nombres rationnels
suivant les modes additif et multiplicatif, en suivant les mémes
lois que ces derniers.

Les symboles x,, 25, ..., Tn, Y1, ..., Y, etc... définis de cette
maniére sont appelés des nombres algébriques. Nous observerons
d’abord que ces symboles sont tous distincts, car deux polynomes
irréductibles f{z) et g(z) étant nécessairement premiers entre eux,
vérifient une identité de la forme

A().flz) + B(x).g(x) =1

et ne peuvent par conséquent s'annuler pour une méme détermi-
nation de x, qui satisfasse aux conditions imposées & nos symboles.
11 est clair qu'il n'en est pas de méme des symboles introduits en
méme temps qu'eux, qui sont leurs fonctions entiéres 4 coefficients
rationnels ; la relation 2+ 2,+...+ x, = p, écrite plus haut
montre par exemple que les symboles x +...4x,y et p, — z,
sont identiques. Elle montre aussi que lorsqu'on a introduit dans
le calcul z,, z,, ... et z,_,, le symbole z, est déja connu puisqu'il
est identique 4: p,—z, —2y ... —Zpy. On est amené ainsi 2
rechercher les symboles distincts qui figurent dans les polynomes
entiers en &, ..., T, ou en yy, ..., y,, etc..., et il est aisé de voir
qu'il peut arriver que des symboles identiques figurent dans les
divers systdmes d’expressions ainsi obtenus. Il sera donc néces-
saire de rechercher également quels sont les polynomes entiers en
Y1, .., Yp qui sont identiques & des polynomes entiers en zy, ..., Za,
pour tous les choix possibles des polynomes irréductibles f(z) et
g(y). Cest ce qu'on appellera I'étude simultanée des deux poly-
nomes f{z) et g(y).

Enfin en particulier, on observe qu'il peut se faire que l'un
des symboles 1y, ..., y, soit identique & I'un des polynomes
entiers en z,, ..., x, qui sont définis lorsqu’on a défini z,, ..., z,; il
sera dans ce cas inutile d'introduire de nouveau ce symbole y; dans
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le calcul. On est conduit par la & rechercher, parmi tous les nombres
algébriques, ceux qu’il est nécessaire et suffisant d'introduire dans le
calcul, c'est-a-dire de représenter par des signes explicites, pour pou-
voir exprimer rationnellement tous les autres, c'est-d-dire afin que
chaque polynome irréductible fix), & coeflicients rationnels, puisse
étre décomposé en facteurs du premier degré. Lorsqu'on aura trouvé
ces symboles nccessaires, on devra naturellement les étudier d'une
maniére plus précise; c'est par cette étude que nous terminerons
ces lecons.

Un exemple simple d’'un problétme analogue peut étre donné au
moment de I'introduction des nombres rationnels dans le calcul :
Supposons qu’on introduise tous les nombres rationnels comme
solutions des équations du premier degré pr+a=0 oup et a
sont entiers, p étant un nombre premier qui ne divise pas a; tous
les symboles ainsi introduits seront distincts, mais on trouvera, ce
que nous avons déja indiqué, qu'il suffit d’introduire ceux qui véri-
fient les équations

pr=A|\,

p étant un nombre premier, pour pouvoir les exprimer tous d'une
facon explicite.
On peut d’ailleurs pour les nombres rationnels opérer synthéti-

quement, c’est-a-dire introduire précisément les symboles (1) et

montrer qu'ils suffisent ; mais dans le cas des nombres algébriques
on verra plus loin combien une exposition synthélique parfaite
serait pénible & cause de la complexité des liaisons qui existent
entre ces symboles. Nous ajouterons néanmoins ici que cette expo-
sition résultera naturellement des propriétés de l'ensemble des
nombres algébriques auxquelles nous parviendrons plus tard.

Au sujet de cet cnsemble, observons qu'un premier pas dans la
classification de ses éléments peut étre fait immédiatement. Les
nombres algébriques qui vérifient une équation irréductible d’ordre
n sont dits nombres algébriques d’'ordre n, et il est clair que la défi-
nition précédente est logique, puisqu'un nombre algébrique vérifie
une équation irréductible et une seule.

Une autre séparation des nombres algébriques apparait également
de suite :

Soit a™+ax" '+ .. +a,=0 une équation irréductible
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d’ordre m A coeflicients entiers; considérons la nouvelle équation
oY) = Y™ + ay" " + @ay" Tt +aagy™ ™ + o +anag™! = 0,
qu'on déduit de la premiére en multipliant ses deux membres par
a?! et posant a,z=1y. Cette nouvelle équation est évidemment
irréductible et définit des nombres algébriques de méme ordre que
a précédente; & chaque racine y: de la seconde équation corres-
pond d'ailleurs une racine .'r.-=% de la premiére, et réciproque-

0
ment.

Les nombres algébriques qui satisfont & une équation irréductible
A coeflicients entiers, dont le premier terme a pour coefficient 1'unité,
sont dits nombres algébrigues entiers. Cette définition nous permet de
séparer en deux classes les nombres algébriques : ceux qui sont
entiers et ceux qui ne le sont pas; ces derniers sont d’ailleurs les
quotients des premiers par des nombres entiers ordinaires, de sorte
que si 'on ne s'occupe que des symboles algébriques nécessaires,
il suffit d'étudier les nombres algébriques entiers. Il est d’ailleurs
facile de déduire de toute relation rationnelle entre des nombres
algébriques une relation entre des nombres algébriques entiers,
et réciproquement.

Ajoutons enfin qu'une relation entre des nombres algébriques en-
tiers ne renfermera pas de nombres rationnels, puisque les seuls
nombres algébriques entiers du premier ordre sont les nombres
entiers ordinaires.

II. — Fonctions algébriques.

22. Nous avons vu qu’on a, en Algébre élémentaire, introduit dans
M. [ et g étantdes
polynomes, entiers par rapport aux variables indéterminées a, b,...,!
et & coeflicients rationnels. Ces symboles, qu'on appelle fractions
rationnelles des variables a, b, ..., I, peuvent étre, de la méme ma-
niére que les polynomes a plusieurs variables, regardés comme
définissant une correspondance entre les nombres rationnels, ou
encore comme un moyen commode de considérer I'ensemble des
nombres rationnels qu'on en déduit en remplagant a, b, ...,! par
des nombres rationnels déterminés.

le calcul, des symboles de la forme
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Le calcul de ces symboles a été défini en donnant a coté de la rela-
tion identique )

g(a, b, ..., 1) fla.b, ... 1)

g9(a, b, ..., 1)

qui leur sert de définition, les propriétés de deux modes de compo-

sition : addition et mulliplication, de ces symboles avec les poly-
nomes entiers.

Il est possible de faire & I'égard des fractions rationnelles la méme
extension que celle qui a été faile en passant des nombres ration-
nels aux nombres algébriques.

Considérons un polynome entier en z, a, b, . ., [/, & coeflicients
entiers, irréductible dans le domaine d'intégrité [a, b, .., 1}, etla
relation

= fla,b, ..., 1),

fle,a, b, ..., ) =0.

Il n'existe pas de fraction rationnelle en a, b, ..., ! qui, mise &
la place de z, conduise & une identité en a,4, ..,l, sans quoi
f(x, a, b,..., {) admettrait le diviseur du premier degré qui la
définit. On introduira alors dans le calcul de nouveaux symboles
vérifiant, par définition, cette relation et qu'on supposera se
composer avec les polynomes suivant deux modes appelés toujours :
addition et multiplication et possédant les propriétés de ces deux
modes déja supposées pour les fractions rationnelles. Ces nouveaux
symboles sont appelés fonctions algébrigques des variables a, b, ..., 1.

11 est clair que si le degré du polynome irréductible considéré

f(-’t. a, ba AECEEN ) l)
est égal & =, il y aura n symboles qui seront définis simultané-

ment, et ces n symboles, X, X., ..., X,, vérifieront, lorsqu'on
aura divisé le polynome donné par le coeflicient de z*, I'identité

fiz,a,b, .., ) =(@=X)(x—Xs).... (z—Xa)

Ajoutons que l’opération que l'on fait en introduisant ces sym-
boles, c’est toujours I'extension du systéme formé par les fonctions
rationnelles des variables a, b, ..,l & coefficients rationnels, de
fagon que le polynome f(z, a,b, ..., ) soit décomposable en fac-
teurs linéaires dont les coeflicients soient des éléments du nouveau
systéme.

On voit donc nettement que I'étude des fonctions algébriques des
variables a, b, ..., [ peut se faire d’'une fagon absolument paralléle
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i celle des nombres algébriques, le point de départ étant I’ensemble
des fonctions rationnelles a cocflicients rationnels des variables
a, b, ..., |l au licu d'étre I'ensemble des nombres rationnels. J'a-
joute qu'aux nombres algébriques entiers, on peut faire correspondre
les fonctions algébriques enliéres de a, b, ..., !, obtenues comme
les symboles qui annulent un polynome entier en z,a,6, ..., &
coeflicients enticrs, dont le premier coefficient est I'unité. On voil
d’ailleurs immédiatement que les fonctions algébriques entiéres du
premier ordre sont les polynomes entiers en a, b, ..., i coefli-
cients entiers et que toute fonction algébrique des a, b, ..., [ estle
quotient d'une fonction algébrique enti¢re par un polynome entier
ena,b, .., L

A un autre point de vue, une fonction algébrique des variables
a, b, ..,l peut représenter une clusse de nombres algébriques,
ceux que l'on obtient en remplagant a, b, ..., ! par des nombres
rationnels délermin¢s. Mais il est bien évident que les nombres algé -
briques ainsi obtenus peuvent étre de nature trés différente, suivant
que la décomposition du polynome 2 coeflicients déterminés qu’ils
annulent est plus oumoins compléte. La maniére dont figurent, dans
les cocfficients, les indéterminées a, b, . ., [, n’a pas d'ailleurs une
influence bien facile a préciser sur cette nature; ce n'est que dans
des cas extrémement simples que la liaison apparait nettement, et
nous verrons que dans ces cas la considération des fonctions algé-
briques n’apporte de simplifications ni &4 ’écriture, ni & la maniére
d’exprimer les résultats.

Lorsque nous considérerons des fonctions algébriques de variables
a, b,..., 1, nous les regarderons donc uniquement comme des sym-
boles définis d'une maniére analogue aux nombres algébriques et
nous verrons qu'alors les propriétés des nombres algébriques, rap-
portées a l'ensemble des nombres rationnels, conduiront immé-
diatement aux propri¢lés des fonctions algébriques, rapportées a
I'ensemble des fonctions rationnelles & coefficients rationnels de
a b, . I

Enfin si on ne considére que les nombres algébriques entiers,
leurs propriétés se transporteront, mutatis mutandis, aux fonctions
algébriques enticres dans le domaine d'intégrité [a, b, ..., I).

Pour plus de précision et de nelteté et afin d'introduire le
moins d'arbitraires possible, nous commencerons par développer
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uniquement 1'étude des nombres algébriques, nous réservant de
montrer plus tard comment les choses se passent pour les fonc-
tions algébriques de plusieurs variables.

III. — Le théoréme de d'Alembert.

23. Si I'on admet que les hypothéses failes pour définir les nombres algé-
briques n'entralnent pas de contradiction, ce qui sera démontré plus loin,
les pages précédentes nous permettent de parler des nombres algébriques
avec tout autant de liberté que des nonbres entiers posilifs. et en ellet,
pour nous, les uns et les autres sont uniquement des symboles déterminés
dont on connait les modes de composition qui interviennent dans le calcul,
c’est-a-dire que ce qiw’on appelle calcul de ces symboles, n'est que le déve-
loppement des deux modes de composition que nous savons étudier.

Nous ne nous sommes pas encore préoccupés de l'exislence d'objets
représentés par nos symboles, du moins, pas jusqu’a présent pour les nom-
bres algébriques; nous allons le faire mainlenant et nous observerons
que celte existence meltra hors de doute qu'il n'existe pas de contra-
diction dans leur définition.

Comme on l'a déjd remarqué, on peutl trouver de bien des maniéres
des systémes d’objets (ou d'opérations portant sur des objets) en nombre
illimité et possédant les propriélés suivantes :

1. — On peut définir pour les objets un mode de composition condui-
santde deux d'entre eux d'une mani¢re unique & un troisiéme, et tel que :

1° La composition soil associative, commutalive et wunicoque (le mot
univoque est pris ici dans le sens le plus large : deux éléments d'une
composition étant donnés, le troisitme est déterminé d'une maniére
unique);

2° |l exisle un objet d'effet nul dans cetle composilion : objet nul.

Cette composilion sera nommée addition.

Il. — On peut définir un mode de composition possédant les propriélés
de la multiplication, c'est-a-dire tel que :

fo L.e mode soit associalif, commultatif, univogque et distributif par rap-
port a I'addition ; .

2¢ 1l exisle un objet d’effet nul dans la composition : objet unité ;

3° l.’objet d’effet nul dans I'addilion joue un réle singulier; il se repro-
duit par multiplication .avec un objet quelconque.

On nommera le mode de composition précédent multiplication.

Lorsqu’on fixe un ensemble quelconque de tels objels, une question se
pose naturellement : I'ensemble des objets est-il équivalent & 'ensemble
des symboles ? En d'autres termes, peul-on faire correspondre & chaque
objet un symbole et & chaque symbole un objet de fagon que la corres-
pondance se conserve lorsqu’on exécute sur les objets et les symboles des
opérations correspondantes ?
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Si les objets sont des grandeurs a signe, on a déja va qu'on avait la
représentalion des nombres négatifs entiers; si I'on admet de plus leur
divisibilité en parlies égales, on a la représentation des nombres ra-
tionnels. On peut d'ailleurs représenter également les polynomes a une
ou plusieurs indéterminées.

Considérons maintenant une équation irréductible déterminée,

fl@)=0;
on peul, dans le systéme d'objets donné, demander s'il existe ou non des
racines, c'est-a-dire rechercher s'il y a ou non des objets du systéme qui,
composés avec eux-mémes ainsi que l'indique le polynome f(x), donnent
P'objet d'effet nul dans I'addition. 1l est clair que la réponse & cette ques-
tion dépend du systémed'objets qu'onse donne et que la question est plutét
du ressort des mathématiques appliquées que des mathématiques pures.

Le théoréme de d’Alembert est une proposition qui permet de répondre
affirmativement & la question dont on vient de parler, pour certains sys-
témes d'objets, en particulier pour les segments situés dans un plan.

Considérons en effet les segments situés
B C dans un plan, c'est-d-dire des élémentls
ayant 4 la fois une longueur, une direc-
lion et un sens; nous regarderons deux
segmentls paralléles de méme longueur et
de méme sens comme étant le méme
0 A objet, c'est-a-dire que Vorigine d’un seg-
ment est indéterminée. Le segment nul
sera celui dontl I'origine et I'extrémilé coincident.

On définira la somme de deux segments OA et OB comme le segment
OC qui a méme origine que le premier et méme extrémité que le second,

" lorsque l'origine du second coincide avec D'extré-
mité du premier.

Pour définir la multiplication, nous supposerons
qu'un segment donné QA a été pris comme unité;
le produit d'un segment OM par un segment ON

0, A est alors un segment OP tel que les triangles
OAM et ONP soient semblables et disposés de
méme. La disposition est définie, on le sait, parla
succession des éléments : cotés et angles.

On a supposé dans les définitions précédentes de
la somme et du produit que les segments considé-
rés avaient méme origine; il est inulile d’ajouter
que c’est 13 une hypothése légilime d’aprés la défi-
nition donnée d'un segment, et il serait facile d*¢ta-
blir que les opérations ainsi définies satisfonl bien
aux neuf conditions indiquées plus haut.

Le théoréme de d’'Alembert peul alors s'énoncer de la maniére sui-
vante : Etant donnée une équation algébrigue entiére d'ordre n, f(z)=0

4
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dont les coefficients représentent des segments que’conques, il existe tow-
Jjours n segments qui la vérifient, c'esl-a-dire qui, composés avec eux-
mémes et les segments coefficients, comme I'indique le polynome f(x),
conduisent au segment zéro.

C'est 14 un théoréme de pure géométrie, théoréme qui est en outre trés
spécial, puisqu'il faut démontrer un théoréme analogue pour chaque en-
semble d'objets qui peuvenl étre représentés par nos symboles.

Remarquons d’ailleurs du théoréme de d'Alembert qu'il prouve I'exis-
tence de » segments dont les fonclions symétriques élémentaires sont
des segments quelconques donnés a l'avance. Nous verrons plus tard
qu’en Algebre, c'est-a-dire dans I'élude des symboles algébriques, il suffit
d’établir le fait lorsque les segments donnés sont des segments ralionnels
ou entiers, la proposilion s'étendanl d’elle-méme & n segments algébri-
ques, mais qu'on n’a jamais a considérer des segments quelcongues.

1l arrive en effet généralement que lorsqu'on choisit n seginents quel-
conques, il est impossible de choisir le segment unité de fagon que les
autres soient rationnels ou algébriques. Le lhéoréme de d’Alembert sort
donc, méme avec I'interprétation précise que nous lui donnons, du do-
maine de I’Algébre entendue comme I'étude des symboles algébriques.

1l est presque inulile d’ajouter ici que toutes les démonstrations rigou-
reuses qu'on a données de ce théoréme au point de vue oll nous nous pla-
cons, en parliculier celle de Cauchy, peuvent aisément étre rendues
purement géométriques. Nous renverrons le lecteur aux ouvrages connus
pour vérifier ce point. Nous ne donnerons ici la démonstration du théo-
réme que dans le cas extrémement simple ol f{) est du second degré ;
elle ne fail alors appel qu'a des considérations immédiates de Géométrie
élémentaire.

On peut évidemiment supposer f(x) mis sous la forme «? —px—+p,, .
p1 et p; étant des segmenls déterminés, mais quelconques. Il est clair

que si I'on pose = = y+%p,, la délermination de y dépendra de la
relation

2—"2_
Yy =% Ds.

Mais on sait construire le segment %{ — py, deésignons-le par a; il restera
a déterminer le segment y qui vérifie la relation
y* = a.
On observe que la droite issue de l'origine sur laquelle il sera situé
est la bissectrice de I'angle formé par le segmenl a et le segment unité;
sa longueur sera d'ailleurs une moyenne proportionnelle entre les lon-

gueurs des segments a el 1; on a appris & la construire en géométrie
élémentaire.

Les deux segments 7 et —, qu’on obtient ainsi, vérifient évidemment tous
deux la relation y? = a; il suffira de leur ajouter le segment % p1 pour
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obtenir deux segments ¢ et £, vérifiant la relation «® — pyz 4 p, = 0.
Le théoreme est donc démontré dans le cas du second degré.

IV. — Les fonctions symétriques.

24. 1] résulte manifestement de l'introduction des nombres alge-
briques dans le calcul que tout polynome entier en x de degré n'a
coefficients rationnels, peut s’écrire et d'une seule maniére sous forme
d'un produit de n facteurs du premier degré en x, a coefficients algé-
briques.

Si I'on a en effet, en décomposant le polynome f(x) en facteurs

irréductibles, f(z) = g'(z). W) .. D(x),

on voit que dans f(x), les facteurs du premier degré (r—£) corres-
pondant aux racines ¢ de 'équation g¢(z) = 0 figurerontalapuis-
sance a, les facteurs (x—=) correspondantauxracines de A(z)=10
figureront a la puissance B, etc. La théorie de la divisibilité des
polynomes montre qu'il n’existe pas d'autre décomposition de f(z)
en facteurs du premier degré.

La'relation f(x) = 0, dans laquelle on ne suppose rien sur la
réductibilité du polynome f(x), et lorsqu’on la considére comme dé-
finissant les nombres algébriques qui la vérifient, s’appelle, comme
l'on sait, une équation algébrigue. Les n mnombres algébriques
Zy, %3, .. , ¥, dont plusieurs peuvent étre égaux et q'ui vérifient
I'identité en =z,

[(x)=(z—z) (T — ). .. (z—z,),
sont dits les racines de cette équation.

A l'égard de ces nombres on peut observer qu’en décomposant f(z)
en facleurs irréductibles, il est toujours possible de former une équa-
tion qui admette pour racines tous les nombres différents de la suite
Zy, T3,..., Tn; cette équalion est manifestement

9(x).Kz) .... l[(z) =0.

Nous ferons remarquer, néanmoins, qu'il n’est nullement néces-
saire de décomposer f(z) en ses facteurs irréductibles pour arriver
i ce résultat et nous allons pour I'établir donner ici une notion
importante, celle de polynome dérivé d’'un polynome.

25. Considérons un polynome de degré n a coefficients rationnels,

fx) =a, "+ a; 2" + ... 4+ AGpy T + Qg
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el remplagons dans ce polynome z par x -+ h; nous obtiendrons,
en ordonnant le résultat suivant les puissances croissantes de k, la
nouvelle identité en z et A,

n

h
1.2..n

fla+8) = [@)+1 ['@)+ s @)+ + o [7a),

f(x), /'(z),.. désignant les polynomes suivants :
[(x) = naz" ! +(n—1)a,z"* + - + an_,,
[(@) =n(n—1)az"?+ (n—4)(n—2a,x* 3+ - + 2.a5,,
[x) =n{n—1)n—2) 2 1.a,.

On observe que le polynome f'(x) se déduit du polynome f'(z) en
opérant sur ce dernier comme on a opéré sur f(x) pour obtenir
/'(x). On dit que le polynome /() est le dérivé du polynome f(z);
le polynome f*(x) qui est le dérivé de f'(x) sera dil alors polynome
dérivé second de f(x), etc. Il convient de remarquer que si les coeffi-
cients du polynome f(z) sont entiers, ceux de ses divers dérivés le
sont également.

Cela étant acquis, il est clair que si un polynome f(x) est irré-
ductible, il est premier avec le polynome dérivé f(z); un polynome
irréductible est, en effet, premier avec tout polynome entier de degré
inférieur au sien.

Considérons ensuite un produit de deux polynomes irréductibles
f(z) et g(x) supposés différents, polynomes qui sont évidemment
premiers entre eux, et formons le polynome dérivé du produit
F(z) = f(x).g(x). C'est, par définition, le coefficient de & dans le
produit f(x + h).g(z + k), etcomme l'ona

e+ ) = f(@) 2 /(&) + 15 @)+

H
9(z+ h) = g(=) +%g’(a:) + %g’(x) -+,
il en résulte
Fle) = f(2).9'(z) + g(). ().

On peut affirmer que F(z) est premier avec F'(z). En effet, pour
qu’un des facteurs g(x) de F(x) divise f{x).9'(x) + g{x).f(x), il
faut et il suffit qu'il divise f(z).¢/(x); or g(x) est premier avec f(r)
et avec ¢'(z) ; donc il est premier avec leur produit.



176 ALGEBRE SUPERIEURE

La proposition s'étend immédiatement & un nombre quelconque-
de facteurs irréduclibles différents, d'ou il résulte que :

Tout polynome qui n'admet que des diviseurs distincts est premier
avec le polynome dérivé.

Soit au contraire un produit f%z) de « facteurs irréductibles

identiques ; le coefficient de & dans I'expression f*(x + k), Clest-
2

a-dire dans le développement de [f(.r)+%f(x)+ ih—zf(_x).. 3,

est manifestement a /*~'(z) f(z). Comme f(x) et f'(x) sont pre-
miers entre eux, f*(z) admet avec le polynome dérivé le plus
grand commun diviseur f*~!(r).

On conclut de la que fout polynome F qui, décomposé en facteurs
irréductibles, a la forme

F=/f¢*.. 0,
admet avec le polynome dérivé F' un plus grand commun diviseur
D=/t g*t... 0,

et par suite qu’'aprés division de F par ce plus grand commun diviseur
on obtient un polynome dont tous les facteurs irréductibles sont
distinclts.

Il suffira par conséquent pour passer d’une équation f(z)=0
4 une équation admetlant seulement les racines distinctes de la
premicre, de diviser f(x) par le plus grand commun diviseur entre
[(x) et f'(z) et d'égaler & zéro le quotient obtenu.

26. Considérons donc une équation f(z) =0 . dont toules les
racines sont distinctes.
Si I'on pose
(@) = & —pat 4 pszt -+ %
on obtiendra entre les coeflicients p;, ps, ..., pn et les racines
x,. ..., Ty, lesrelations fondamentales bien connues :

T+ T34 4+ Tn = Py,

Xy —+ =+ Tn_1Tn = ph

On les énonce en disant que lorsque le coefficient de z est Lunité, les



LES NOMBRES ALGEBRIQUES 171

coefficients de Péquation sont, au signe prés, les fonctions symétri-
ques élémentaires des racines.

Nous allons étudier d'une maniére plus générale des fractions
rationnelles de z,, 2y, ..., z, symétriques par rapport & ces lettres,
c’est-a-dire qui ne changent point lorsqu’on y remplace respective-
ment z; par zx et z, par z;, quels que soient ¢ et k choisis dans
la suite 1, 2, ..., n. A leur sujet nous établirons sous la seule condi-
tion que Ty, X5, ..., Tn soient des symboles différents capables de se
composer entre eux et avec les nombres rationnels en suivant les lois de
laddition et de la multiplication des entiers, les deux propositions sui-
vantes : Toute fraction rationnelle symétrique de z,, 25, ..., 2, a coef-
ficients rationnels est le quotient de deux polynomes SYMETRIQUES en
Ty, Ty, ..., Tn a coefficients entiers ;

Tout polynome symétrique en &y, Ty, ..., T, & coefficients entiers
peut s'exprimer d’une seule maniére comme polynome entier en p,,
P2y .-y Pa Q coefficients entiers ; p,, ps, ..., Pn étant toujours les
fonctions symétriques élémentaires de zy, x,, ..., Z,.

Soit Rz, @sy o ..y Tn)

(g, Zay . . oy Tn)
tible, c'est-a-dire telle que les deux polynomes f et g, qu'on peut
évidemment supposer & coeflicients entiers, décomposés en facteurs
irréductibles, n’aient aucun facteur commun. Je vais montrer que
[ et g sont des fonctions symétriques entiéres. En effet, d’aprés la

une fraction symétrique rationnelle irréduc-

définition méme d’une fonction symétrique, E/ ne doit pas changer

lIorsqu’on échange entre elles deux des lettres ay, ..., z,, par exem-
ple z, et z,. On a donc l'identité

f(Te, @sy ... ) [T, 21, ...&,)  [(@4, Tay oo Tn) — f( @y &4y ... T,) )
9(T1, Tay oo @) G(Tay Tayoee ) G(T1y Tay voe Ty) — G(Tay Ty, oo Tp,)
La différence f(zy, %3, ..., &n) — f(Z2, Ty, ..., Tn) est un poly-
nome entier en x, qui devient égal & zéro lorsqu’on y remplace x,
par xy; §'il ne se réduit pas a zéro, il est donc divisiblepar x;, — 4,
il en est de méme de la différence

9@y, ey + oy Tn) — §(X2y Ty, -y Tn).
On peut donc, en supprimant ce facteur commun 2z, — x;, écrire
I'identité
r_r,
9 9

THEORIE DES NOMBRES. ) 12
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[’ et ¢’ étant des polynomes en 2, 3, ..., T» qui sont en x, et I,
de degrés respectivement inférieurs aux degrés de f et de g; or une

telle identité est impossible puisqu'on a supposé ‘;]/- irréductible. On

conclut de 1a que la différence

(@, @ay - ooy @) — f(2sy 21y -0ty Tn)

se réduit & zéro, et comme cela a lieu quelles que soient les lettres
xy, z; choisies, la fonction f est symétrique. Il en sera de méme de
la fonction g.

La remarque précédente fait voir qu'on n'a besoin d'étudier que
les fonctions symétriques enliéres a coefficients entiers de ., Zy,..., Tn.
Soit donc F(zy, xs,..., z,) une telle fonction ; nous allons mon-
trer qu'elle s’exprime, el d’'une seule maniére, comme fonction
entiére A coefficients entiers de py, ps, ..., Pn.

La fonction F est une somme de termes de la forme Az}izh. ..z,
@, @3, ..., @, 6tant des entiers positifs et A un entier ; désignons
par ¢ un entier positif supérieur a4 la plus grande des sommes
@+ a3 + -+ + a, et faisons dans py, py, ..., pa la substitution
xi= a9

Les polynomes en z,, %y, ...,%, que nous avons désignés par
Py Psy ..., Pa deviendront des polynomes a une variable z, et les
termes de degré le plus élevé en x seront respectivement dans ces
polynomes, des termes en

9, e et a9+t tott e,
Si maintenant nous considérons le polynome F, le terme
AxHhxe ... . Tpn

deviendra Ax® g 't 'te-+2g® ) et d'aprés la maniére méme
dont on a choisi ¢ il n'y a aucune réduction possible entre les
termes du polynome 4 une variable ainsi obtenu. Ces termes corres-
pondent donc d'une manicre univoque et réciproque aux termes de
F(z,,2,,...,2,). Or on peut ranger les termes du polynome  une va-
riable dans un ordre déterminé, par exemple en I'ordonnant par rap-
port aux puissances décroissantes de x ; il en sera par suite de
méme pour F(z,, &y, ..., x,). Considérons en particulier le terme
Azhxh. . ... z2.; puisque la fonction F est symétrique, elle ren-
ferme aussi les termes qu'on déduit de celui-1a en y permutant d'une
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maniére quelconque les x; parmi tous ces termes celui qui sera
rangé le premier sera évidemment un de ceux pour lesquels les
entiers de la suite «, a, ..., 2, ne vont jamais en décroissant. Sup-
posons que ce terme donne le terme de degré le plus élevé du
polynome a une variable ; nous retrancherons de F(x,, x,..., Zs)
le terme Ap}iphs.....pks, dans lequel B, ..., P, sont déterminés
d'une maniére unique par les relations

pn= @y,

Ba-t + Br = ay,

pl+p’---+pn=¢ng

c'est-a-dire ou I'on a B, ;=a; —a; leslettres p;, ps, ..., Pa
étant remplacées par leur expression en =y, x4, ..., Zp.

On fera ainsi disparaitre le terme de F(x,, 2y,..., ,) qui donne le
premier terme du polynome & une variable correspondant. Si 1'on
remarque qu'en transformant Apfpj.....p%» en un polynome &
une variable, le terme considéré est celui qui est de degré le plus
élevé, on voit qu'on a abaissé le degré du polynome i une variable
correspondant a la fonction F(xzy, 2, ..., 2,).

En opérant sur le polynome & une variable déduit de

F— Apiph.....p5n

comme sur F, et ainsi de suite, on parviendra évidemment et d’'une
seule maniére 4 une expression indépendante des x. On pourra donc
écrire

F = ZApdpls ..... 2
et les coeflicients du second membre seront manifestement entiers
en méme temps que ceux du premier.

1l reste & démontrer qu'il n'existe pas une seconde maniére de
ramener .F 3 une fonction entiére de p,, ps, ..., pa, c'est-a-dire au
fond qu’il n'existe pas de fonction entiére de py, ps, ..., pa qui soit
nulle quels que soient les x, sans étre aussi nulle quels que soient les p.
Admeltons que l'on ait entre les x I'identité

ZAphph .. ... phs = XAphiph .. ... Phn.

La transformation z; = x#"™* fera correspondre aux deux mem-
bres des polynomes entiers en z qui seront également identiques.
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Considérons le terme Apliph. ...pts, qui conduit au terme de degré
le plus élevé du polynome en z correspondant et le terme ana-
logue A'p}iph.....p4s du second membre.

On aura évidemment, puisque ces termes de plus haut degré sont
identiques,

. A=A
et ensuite
g™ +Bg" ™ + g™ ) o+ B9 9+ ™)
= Big" " + By 9" )+ -+ B9+ 9" + g,

ce qui peut s’écrire

pngo -+ (pn+ pn—t)gl -+ +(pn+ pn——l + -4 pl)g“_l
= Bg° + (Br+Bh-gs + - + (Bh—Bas + - + P19

Celte relation ayant lieu quel que soit g, supposé choisi supé-
rieur & un certain nombre, on en déduit

pn=p;u
Ba —+ Baey = Bn + B

ﬁ"_‘_..._*_p‘ —_ p:‘+...+p"‘

c’est-a-dire que les B sont identiques aux P'. Le raisonnement se
continue aprés suppression des deux termes identiques et la propo-
sition est par conséquent démontrée.

La méthode précédente pour le calcul des fonctions symétriques
est connue sous le nom de méthode de Waring.

V. — Propriétés générales des nombres algébriqaes.

27. Les propositions établies sur les fonctions symétriques de
Zy, X3, ..., To Vont &tre appliquées & I’élude d'une question qu'on
peut poser immédiatement aprés I'introduction des symboles algé-
briques : Nous avons vu qu'avecles nombres algébriques £, &, ....%
s'introduisaient nécessairement dans le calcul toutes les fractions
rationnelles de &, &, ..., & & coeflicients rationnels; il est donc
intéressant de savoir quelle est la nature de ces éléments, c'est-4-
dire comment chacun d’eux est lié aux nombres rationnels.
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Nous allons rechercher d'une maniére plus générale la nature
des fonctions de nombres algébriques donnés que I'on sait définir
jusqu'a présent, c’est-a-dire des polynomes entiers, des fractions
rationnelles et des fonctions algébriques; mais pour plus de préci-
sion nous nous bornerons & considérer des nombres algébriques
entiers. Nous avons en eflet observé que toute relation entre de tels
nombres se transforme immédiatement en une relation entre des
nombres algébriques quelconques, et réciproquement : nous verrons
d’ailleurs que les propositions auxquelles on parvient ainsi seront
les généralisations naturelles de celles obtenues dans I'étude des
nombres entiers ordinaires.

Désignons par f(z) = 0 une équation irréductible d'ordre n &
coefficients entiers, le premier d’entre eux étant 'unité, et soit &
I'une de ses racines, c'est-d-dire un nombre algébrique entier déter-
miné d’ordre n; proposons-nous d’étudier la nature des fonctions
rationnelles de §, a coefficients rationnels. On sait qu'une telle fonction
se raméne toujours, & I'aide dela relation f({)=0, a un polynome
entier en ¢ & coefficients rationnels, de degré inférieur & n; il suffit
donc de considérer ces polynomes et méme les polynomes & coef-
ficients entiers dont les premiers dérivent immédiatement. Soit donc
g(£) un polynome entier en £ a coefficients entiers de degré infé-
rieur 2 n ; désignons par & =¢& &, &, ..., & les racines de flz)
qui sont distinctes, comme I'on sait. Il est clair que si I’on consi-
dére le produit

®(3) = [z— g(8)]. [z — g(&)]. . . . .[s — g(%)]

étendu A toutes les racines de f(x), ce produit est un polynome
entier en z dont les coeflicients sont entiers, le premier élant I'unité,
puisqu'ils sont symétriques en &, &, ..., &,. Or ce produit s’annule
en particulier pour 2z = g(§); on conclut de 1& que g(£) est un
nombre algébrique entier, d’ordre au plus égal au degré de ®, c’est-d-
dire a n.

Si I'équation ®(z) = 0 est irréductible, on peut affirmer que
g(£) est un nombre algébrique d’ordre n. Sinon, soit ¢(z) un facteur
irréductible de #(z); ¢(2z) s’annule pour une des valeurs de g(§),
c'est-a-dire que l'équation ¢[g(z)] =0 et I'équation flz) =0
ont une racine commune. Comme f(x) est irréductible, il en résulte
que 9[g(x)] est divisible par f(x), c’est-a-dire en d'autres termes
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que ¢(z) s’annule pour toutes les déterminations distinctes de ¢(¢).
11 est clair que ¢(z) ne peut s’annuler pour d’autres déterminations
de z, donc tous les facteurs irréductibles de ®(z) sont identiques.
On a par suite

®(3) = [¢(2)]"
et si 'on désigne par & ledegréde ¢(z): n=kp. L'ordredunom-
bre algébrique entier g(§) est donc toujours un diviseur de Pordre de §.

28. Nous avons reconnu que les polynomes en ¢ d'ordre inférieur a
n et A coefficients entiers sont des nombres algébriques entiers de
différents ordres, ces ordres étant toujours des diviseurs du degré
de I'équation irréductible qui définit §; on dit que I'ensemble de
ces polynomes en § & coefficients entiers constitue un domaine algé-
brique d’intégrité et I’on désigne ce domaine par [¢].

Essayons d'approfondir un peu plus la dépendance qui existe en-
tre les polynomes irréductibles f{x) et ¢(z) quis'annulent pour deux
éléments £ et g(§) du domaine [§).

Admettons toujours que g(§) soit un nombre algébrique entier
d’ordre k; nous savons que parmi les expressions g(£,), g(&), . -
g(Es), k& seulement sont distinctes ; nous pouvons supposer que ces
expressions sont précisément

9(&1), 9(a), - .-, 9(80)

et nous rangerons les autres de telle sorte que I'on ait

g(E)) = g(&:),
sous la seule condition j =i+ mk, m étant un entier quel-
conque.
Considérons alors'équationen £: g(§) — g(&) = 0; elle admet
évidemment toutes les racines §; telles que j =i+ mk etn'en
admet pas d’autres. Par conséquent le plus grand commun diviseur

entre g(x)— g(ti) et le polynome f{z) estle produit H(x—,,)

dans lequel j =1+ mk. Sinous désignons par k[, g..] ce
produit, on pourra écrire

=k
f(z) = [ (=, g&).

i=1

Cette formule montre que I'équation f{x) = 0, qui est irréduc-
tible, admet le facteur A[z, g(§:)] si I'on désigne par g(:) une racine
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de I'équation qui définit g(f), c'est-d-dire une racine de ¢(z) = 0.
On énonce habituellement ce résultat en disant que dans le domaine
d’intégrité [g(E)], U'équation flx) = O est réductible, ou en d'au-
tres termes que ladjonction du nombre algébrique entier g(t) a U'en-
semble des nombres entiers permet de décomposer le polynome f(z) en
deuz facteurs dont lun est h[z, g(£))].

29. Passons i la considération des fractions rationnelles, a coeffi-
cients rationnels, de nombres algébriques entiers donnés. De telles
expressions étant le quotient de deux polynomes entiers & coeflicients
entiers, nous commencerons par éludier ces polynomes. Supposons

donc que &, . %, ... soientdes nombresalgébriques entiers qui véri-
fient chacun I'une des équations irréductibles a coefficients entiers
flz) =0, 9ly) =0, h(z) = 0, ceey

équations qui sont respectivement de degrés /, m, n, ..., et consi-
dérons un polynome entier & coefficients entiers P(¢, 9,8, ...).
On peut évidemment I'amener en tenant compte des définitions
de £,79,% ..., & ne renfermer ¢ qu'au degré [ —4 auplus,
7 qu'au degré m — 1, elc., sans que ses coefficients cessent

d’étre entiers. Si 'on effectue alors le produit
i=1

l-_[[u— P(Eh Ny c) .. ')]
i=t
on obtiendra un polynome entier en u dont tous les coefficients
sont des polynomes entiers en %, &, ... & coefficients entiers,
sauf le premier qui est I'unité, polynome qui s'annule pour
u="PE & ...). Désignons par P,(u, 3, {, ...) ce polynome et
formons le produit
i=m
IIPi(uv Nty CO --')

i=1

ce produit ne renfermera plusni ¢ ni », ets’annulera toujours pour

u="PE 1,8 ...).

Il est clair qu'on parviendra ainsi & un polynome entier en u &
coefficients entiers, le premier étant I'unité, c’est-a-dire que le sym-
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bole P(§ =, §, ...) quiannule ce polynome, est un nombre algé-
brique entier. L'ordre de ce nombre est d’ailleurs au plus égal au
produit des ordres des nombres algébriques & 4, %, . ., et il
serait aisé de montrer qu'il est toujours un diviseur de ce produit.
On peut donc dire que foute fonction entiére @ coefficients entiers de
nombres algébriques entiers est un nombre algébrique entier.
Toutefraction rationnelle de plusieurs nombres algébriques entiers

se raméne donc A la forme = a, et B, étant deux nombres algébri-

]

ques entiers que l'on sait définir. Sil'on désignepar B, Bs,..., Ba
les nombres algébriques conjugués de B, c'est-d-dire les autres
racines de I’équation irréductible & coefficients entiers que vérifie B,
on a évidemment

o _afay ... B

Bi Bi-BrBs....Bn

1

c'est-a-dire que 2t est le quotient d'un nombre algébrique entier

1
par un nombre entier. Toute fraction rationnelle de plusieurs nom-
bres algébriques entiers est donc un nombre algébrique, qui n’est
généralement pas un nombre algébrique entier.

30. Considérons maintenant un polynome entier en z dont les
coefficients sont des fonclions entiéres des nombres algébriques
entiers £ =#, %, ... Soit P(z, § =%, ¢ ...) ce polynome; on
peut se poser & son égard la question déja posée a 1'égard des poly-
nomes A coefficients rationnels : Existe-t-il des nombres rationnels
ou algébriques z, qui, mis 4 la place de x, donnent I'identité

Pz, §, v, §,...)=0.

11 suffit de se reporter aux raisonnements du paragraphe précé-
dent, pour conclure, de la relation P(z,, & %, §{...) =0, une re-
lation & coefficients entiers :

R(x,) = 0,

c'est-a-dire que le nombre x, est 'une des racines de 1'équation
R(x) = 0. Il résulte dailleurs de la théorie de la divisibilité qu'il
existe un nombre de racines de I'équation R(x) = 0 égal au degré
du polynome P(z,§, 7,%,...) qui annulent ce polynome, c’est-
a-dire que tout polynome entier en z, a coefficients algébriques, s'an-
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nule pour un nombre de déterminations algébriques de z, égal & son
degré.

Si I'on suppose en outre que le coefficient de la plus haute puis-
sance de z dans P(x, & 7, {, ...) soit 'unité, on voit qu'il en
sera de méme dans R(z), c'est-d-dire que les nombres algébriques
gut annulent le polynome P(z, § =, ¢, ...) dont les coefficients sont
des nombres algébriques entiers, le premier étant I'unité, sont des nom-
bres algébriques entiers.

Considérons, par exemple, le cas simple d'un polynome entier
en y, dont les coefficients, sauf le premier qui est I'unité, sont des
fonctions entiéres a coefficients entiers d'un seul nombre algébrique
entier §, racine de l'équation irréductible f(x)=0. Si I'on
désigne par g(y, £) ce polynome, on peut se proposer de chercher
quels sont les nombres algébriques entiers qui vérifient U'équation

9(y, E) =0.
Nous formerons & cet effet le produit Hg(y. t) étendu a toutes
les racines &, &, ..., %, de f(z) etnous désignerons ce produit,

qui est un polynome entier en y 4 coefficients entiers, par G(y).
On sait décomposer G(y) en facteurs irréductibles, soit

G(y) = H(y).Hi(y).....
»a décomposition obtenue; la relation

sty & = He(y). Biy).....

montre que I'équation H(y) = 0 admet nécessairement une racine
au moins de I'une des équations g¢(y, &) =0, c'est-d-dire que
les polynomes H(y) et g(y, &) admettent un plus grand diviseur
commun renfermant y. Soit d(y, &) ce plus grand diviseur com-
mun dont les coefficients, sauf le premier qui est I'unité, sont fonc-
tions entiéres a coefficients entiers de &; on peut écrire les iden-
tités en y:

H(y) = d(y, &).k(y, &),
9(y, &) = dly. &) . {y .k,

et ces identités conduisant & des relations entiéres en & i coeffi-
cients entiers sont vérifiées, d’aprés une proposition connue, par
toutes les racines de 1'équation irréductible f{z) = 0.
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Il en résulte que H(y) admet nécessairement un diviseur com-
mun d(y, §) avec g(y, £) et que ce diviseur est leur plus grand divi-
seur commun. On peut donc dire que parmi les racines de ¢(y,§) =0,
celles qui vérifient la relation d(y,§) = 0 sont des racines de l'équa-
tion irréductible a coefficients entiers H(y) = 0. Si 'on opére de
méme sur tous les diviseurs irréductibles de G(y), on peut définir
une fois et une fois seulement les racines différentes de g(y, £) =0
comme racines des équations

d(y,E)=0, d,(y,E):O,...,

qui sont de méme forme, mais de degré moindre en y, ou comme
racines d'équations irréductibles & coefficients entiers.

Faisons remarquer, i ce sujet, que le produit Hd(y,E.-) étendu
a toutes les racines de fiz) n'admet que des racines de H(y) = 0;
ce produit est d'ailleurs un polynome entier en y a coefficients
entiers, c'est donc une puissance de H(y).

En particulier, si les racines des équations  d(y,&)=0,
(1=1,2,... n) sont distinctes, on peut affirmer que I'on a

IIéw.8) = u).

11 n'existe alors aucune décomposition de d(y,f) en facteurs qui
soient fonctions entiéres de . Si l'on avait en effet

d(.'/, e) = d,(yi E).d’(y, E),

cette identité subsisterait pour toutes les racines de f(z) et l'on
pourrait en déduire

e & = [T, 8- TTew. &,

c’est-a-dire que H(y) se décomposerait en facteurs a coefficients
entiers.

On dit que ce polynome d(y,£) est irréductible dans le domaine algé-
brique d’intégrité [§]. Ce domaine se compose, comme on l'a dit
plus haut, des fonctions entiéres & coefficients entiers du nombre
algébrique entier §, et l’on voit que le polynome d(y, £} n'admet
pas de diviseurs dont les coefficients soient des éléments du do-
maine.
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VI. — Réductibilité dans le domaine algébrique [£].

34. Nous avons vu s'introduire, 2 deux reprises différentes, 'étude
de la décomposition d’'un polynome entieren y dont les coefficients
sont fonclions entiéres d'un nombre algébrique entier ¢ en poly-
nomes possédant les mémes propriétés. Il convient d’appeler ici
I'attention sur I'importance de cette étude, importance qui va résul-
ter de la recherche de son origine naturelle.

Considérons I'équation irréductible f(z) =0 dont £ est I'une
des racines. Nous pouvons supposer qu'on ail commencé l'intro-
duction des nombres algébriques entiers dans le calcul par celle des
racines &, &,..., £, de cette équation, c'est-a-dire qu'on ait étendu
les groupes formés par les nombres entiers pour les deux modes :
addition et multiplication, de fagon & ce qu'ils renferment les sym-
boles &, &,.. , &, Les symbolesqu’il estalors nécessaire d’introduire
avec £, &,.. , £ sont nécessairement tous ceux qui résultent d'une
composition répétée : addition ou multiplication, des symboles
t,8,...,6n entre eux ou avec les nombres entiers, c'est-a-dire
toutes les fonctions entiéres A coefficients entiers de &, &,,..., &,
On peut dire qu'ils constituent le domaine algébrique d'intégrité
[E.,E,,. .oy En]

Signalons en passant la différence essentielle qui existe, pour
nous, enire un domaine algébrique d'intégrité [§,,8:,...,8] et un
domaine d’intégrité [a, b,...,!] renfermant seulement des variables
indéterminées, domaine qu'on appelle d’habitude naturel. Les élé-
ments de ces domaines constituent un groupe, soit par leur addition,
soit par leur multiplication, mais alors que la table de structure du
groupe formé des fonctions entiéres de a, b,. .., [ dérive uniquement
des)lois naturelles de I'addition et de la multiplication, la table de
structure du groupe formé de ’ensemble des fonctions entiéres a
coefficients entiers de £, &,.. ., é» nécessite, pour étre construite,
I'usage des n relations fondamentales ajoutées arbitrairement :

bt+b+ o+ b=py,
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L'introduction dans le calcul, des nombres algébriques §,&,..., %
change le caractére de certaines équations irréductibles. On voit en
effet que des équations, irréductibles dans le domaine des nombres
entiers, deviennent réductibles dans le domaine (£, &,...,%,]; enpar-
ticulier celles qui admettent pour racines des fonctions entiéres a
coefficients entiers de &, &, ..., tx, admettront des diviseurs du pre-
mier degré. Si I'on veut, par conséquent, continuer I'introduction
des symboles algébriques en se bornant aux symboles nécessaires,
c'est-d-dire en n'employant de nouveaux noms et de nouveaux
signes que pour des symboles qui ne s’expriment pascomn-le fonctions
entiéres de &,&,, ..,&, il sera indispensable de savoir décomposer
un polynome irréductible g(y) en facteurs qui soient des fonctions
entiéres de &, &, ..., {» ou du moins de reconnattre si une telle dé-
composition existe et de la pousser dans ce cas aussi loin que pos-
sible. On ne s’arrétera donc que lorsqu'on parviendra & des polyno-
mes d(y,&,&,...,%) pour lesquels il n'existera pas de diviseurs
entiers en y, &, &,..., & et qu'on appellera polynomes irréductibles
dans le domaine algébrique d’intégrité [§, &, ..., &)

L’étude de 1a réductibilité dans un domaine algébrique [&, s, ..., &a)
s'offre donc dés le début comme une chose essentielle & approfon-
dir pour que I'on puisse constituer synthétiquement 1'ensemble des
entiers algébriques, et de plus, & approfondir avec des moyens déter-
minés : on ne doit en effet faire usage que des éléments déja intro-
duits dans le calcul, c'est-a-dire ceux du domaine [, %, ..., &).

32. Faisons en terminant une observation importante. Nous avons
va qu'on est conduit & introduire simultanément dans le calcul,
les n symboles qui vérifient la relation f{z) =0. Il n'est pas
indispensable d'opérer ainsi. Par exemple, on peut se proposer, en
introduisant dans le calcul les symboles algébriques, d'en introduire
le moins possible a la fois. Considérons par exemple, I'équation
f(z) = 0 sur laquelle nous venons de raisonner; nous désignerons
par § une racine de cette équation, naturellement prise au hasard
parmi ses » racines, c'est-a-dire un symbole qui, vérifiant la con-
dition f(§) = 0, secomposeraavec lui-méme et avec les nombres
entiers en suivant les lois de 1'addition et de la multiplication des
entiers, et nous considérerons l’ensemble des symboles qu'on ob-
tient ainsi, c'est-a-dire le domaine algébrique d'intégrité [£]. Nous
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remarquons que le caractére de certaines’ équations au point de
vue de l'existence ou de la non existence des racines a changé
complétement; il existe en effet comme précédemment des équa-
tions irréductibles dans le domaine des nombres entiers qui ad-
mettent des racines dans le domaine [§], d'autres qui sans admettre
de racines se décomposent en équations d'ordre inférieur, etc. Il
est également indispensable ici, pour continuer I'introduction
des symboles algébriques sans en introduire de superflus, de
pouvoir fixer la décomposition de tout polynome irréductible a
coefficients entiers, dans le nouveau domaine, c'est-a-dire d'étu-
dier la réductibilité dans le domaine algébrique d'intégrité [¢].
Comme précédemment, il est nécessaire de faire cela en n'em-
ployant que les éléments déja introduits dans le calcul, c'est-a-dire
les fonctions entiéres de & 2 coefficients entiers. A 1'égard du do-
maine [¢] nous ferons remarquer qu'a priori il parait beaucoup plus
simple que le domaine [&, &, ..., §); pour construire en effet les
tables de structure des groupes que constituent ses éléments, il suf-
fira de tenir compte d'une seule relation fondamentale, f(¢) = 0.
On peut en outre ajouter que tous les éléments du domaine sont
distincts, puisque la seule relation rationnelle que vérifie £ est la
relation f(§) =0; il n'en est pas toujours de méme des éléments
du domaine [§, &,...,8s], c’est-a-dire des polynomes entiers en
&, s ..., En de degré m— i en¢i, et nous verrons que c'est la ce
qui fait & la fois la difficulté et I'importance de 'étude séparée des
diverses équations irréductibles, lorsqu’on introduit simultanément
toutes leurs racines, ce qui est indispensable pour les étudier com-
plétement.



CHAPITRE III

LES SYSTEMES D'EQUATIONS

33. Désignons par f(x) le polynome irréductible & coefficients
entiers :
TV—p T L e pa;
nous avons vu dans le chapitre précédent que si des symboles
différents £, &, ...., £, possédant les deux modes de composi-
tion des entiers positifs que 1'on appelle addition et multiplication,
vérifient les n relations

(&) =0, (t=1,2, ..., n),
ces mémes symboles vérifient également l'identité en =

f@)=(—=E8)z—"b) ... (x—&)

ou encore les n relations

S:—_—Pn S|=Ph---, Sn=Pm
lorsqu'on désigne par S;, S,, ..., S, leurs fonctions symétriques
élémentaires. Il est visible que, réciproquement, lorsque des sym-
boles différents x,, 7, ..., n,, possédant les mémes modes de com-
position, vérifient ces derniéres relations, 1'on pourra écrire 1'iden-
tité en x

flx) = (x—mn)(@—73) ... (2 —7a),
et si l'on observe enfin qu'un polynome entier & coefficients entiers
ne peut étre décomposé en facteurs du premier degré x —x,, ou les
z; possédent les modes de composition indiqués plus haut, que
d’une seule manidre, on en conclura qu'a lordre de leurs éléments
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prés, les deux suites §, &, ..., &, et ny, 05, ..., 7, sont identiques.
Nous pourrons par conséquent, en faisant abstraction de cet ordre,
qui dépend uniquement des notations adoptées, lesquelles ont été
choisies arbitrairement, regarder les {¢ comme assujettis simplement
a posséder les deux modes de composition déja spécifiés et & véri-
fier les n relations

Sl=Pn Sz=Ph Sn=Pn-

C'est de la que nous partirons pour établir que le ealcul des
symboles £ est déterminé d'une maniére unique et ne renferme
point de contradiction. On a déja fait observer qu'il est indispen-
sable pour cet objet de savoir former toutes les conséquences des
relations de définition ; ajoutons ici qu'iln’y a évidemment lieu pour
nous de considérer que celles de ces conséquences qui se déduisent
des relations données par I’application des deux seuls modes de
composition des § que nous avons définis. Nous sommes ainsi
amenés i rechercher toutes les relations entiéres en &, &, ..., &, &
coefficients entiers qui se peuvent conclure des relations

S|=pg, Sz=’7h cese S,.:p,..

Nous étudierons dans ce chapitre le probléme plus général qui
consiste A rechercher toutes les relations enti¢res en x,, xy, ..., 2,
a coefficients entiers qui résultent nécessairement de p relations
données :

Fyxy, 3, ..., Tx) = 0,
Fy(xy, x5, ..., 2,) = 0,

FP(E" Ly ooey .‘D,.) = 0,

dans lesquelles les F sont des polynomes A coefficients entiers et
les z des symboles qui se composent, entre eux et avec les nom-
bres entiers, par addition et multiplication en suivant les lois de
composition des nombres entiers.1l nous semble inutile de rappeler
qu’il en résulte que les polynomes entiersen xy, x,, ..., T, & coeffi-
cients entiers se composent alors entre eux de la méme maniére.
Enfin, parmi les divers systémes de relations que I'on peut ainsi
former, nous insisterons plus particuliérement sur ceux qui déter-
minent les symboles z,, z,, ..., z,. Nous voulons dire parla que
les relations données n'étant point contradictoires, aucun des sym-
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boles z,, x4, ..., x, ne peut étre choisi d’'une fagon arbitraire dans
un ensemble de symboles connus, par exemple parmi les nombres
entiers ; nous donnerons a ces systémes le nom de systémes d'équa-
tions a solutions déterminées.

I. — Les équations linédaires.

34. Examinons d'abord un cas trés simple, dont la solution sera
cependant fréquemment appliquée dans la suite ; ce cas est celui
dans lequel tous les polynomes Fy, Fy, ..., F, sont du premier degré
par rapport & chacun des symboles x,, z,, ..., x, et aussi par rapport
a leur ensemble; on dit qu'ils sont linéaires en z,, 25, ..., Z,.

Le systéme d’équations donné a par conséquent la forme

Fy = a4, @ +81,0Ty+ ... + 8T+ b, = 0,
Fs = a5, 2+ ay 503+ - .- + @3, 2,4+ b = 0,

) e

\ F,=a,®+apsTs+ ... +0yn2n+ b,= 0.

Nous y supposerons en premier lieu p =, c'est-a-dire le nombre
des relations égal au nombre des symboles x qui y figurent.
Considérons un nouveau symbole z lié aux = parla relation

2= W¥) 4 Uyt - U, T,

dans laquelle les u sont des nombres entiers dont on ne fixe pas
d’abord la détermination, mais que I'on ne supposera jamais nuls
simultanément, de sorte qu’il n'y a réellement que n—1 des
u qui sont indéterminés ; on peut regarder I’ensemble des relations
données et de la nouvelle relation

Fn+g = UL+ "+ Uy — 2 = 0

comme un systéme de (n-4-1) relations entre les (n+1) sym-
boles zy, x5, ..., @, et z; c'est sur ce systétme que nous allons
raisonner.

Si nous supposons connue la théorie des détermirrants, ce qui est
légitime puisque cette théorie s’établit indépendamment de nos
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considérations (*), nous observons que ces (n-+1) relations expri-
ment simplement que les éléments de la derniére colonne du déter-
minant D :

a, Gy, ... G b

Gy @3 ... Gy by
D=

an,l an.l e an.n bn

Uy U3 . U, —3

sont une méme fonction linéaire et homogeéne des éléments corres-

pondants des n premiéres. Le déterminant D est donc égal a zéro,

et en le développant suivant les éléments de la derniére ligne on a
AZ = Ajy + Mgty + -+ 4 Apliyp,

A, A, ..., A, étant des déterminants qu'il est facile de former.

Le déterminant A est un nombre entier déterminé, supposons-le
différent de zéro ; il résultera de 1a que quelles que soient les déter-
minations entiéres que l'on donne aux u, z sera un nombre rationnel
déterminé. 11 suffit en outre de remarquer qu'en remplagant u; par
ui+ h on doit obtenir une identité en k pour déduire de cette
méme relation en z, les n relations

(l[) Axy, = A, Axy = A,, . Ax, = A,,
qui expriment que les x sont également des nombres rationnels
déterminés. :

Considérons ces n relations (II) qui sont, d’aprés notre raisonne-
ment, des conséquences nécessaires des relations données; il est
facile de voir qu’elles sont simplement des combinaisons linéaires
a coefficients entiers de ces dernidres. On a en effet identiquement

A.’L',-— A,' = Al,l'Fl -+ Ag:iFg+ R A,.,,'Fn,

en désignant par A, A, ..., Ani les coefficients des éléments de
la colonne de rang ¢ dans le développement de A

A=a, A+ -+ anidn.

(*) L'emploi des déterminants n'est d'ailleurs nullement indispensable ici ; nous
I'adoptons uniquement parce qu'il permet d'arriver d'une maniére commode a
des résultats mis sous unc forme élégante.

1HLORIE DES NOMBRES 13
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Nous allons montrer qu’a un facteur prés égal 4 A, la réciproque a
lieu et par conséquent que les relations données entre les z sont
également des conséquences nécessaires des relations (II).

Si I'on considére, en effet, les égalités

ApeygBy + AQpads + -+ Qb+ bpa = 0
(k=1,2,...1),

qui expriment une propriété bien connue du déterminant D, elles
permettent d'écrire les identités en z,, z,, ..., Ta

AF,‘ = ak‘,(Ax, —_— Al) -+ ..o 4 ak.n(AIn - Au)
(k=1, 2, ...ﬂ),

et, comme nous supposons A différent de zéro, on pourra déduire
des relations (II) les relations données

Fi=0 (k=1,2, ..., n)
Les systémes (I) et (1), dans le cas o A est différent de zéro,
conduisent par suile aux mémes conséquences relativement a x,, Ty, .. . Tn;

on dit de deux systémes qui possédent cette propriété qu’ils sont
équivalents.

35. La connaissance du cas ou A est égal & zéro résulte de
I’étude du cas général oll le nombre p des équations n’est pas néces-
sairement égal au nombre n des symboles z,, x,, ..., To. Nous sup-
posons bien entendu pour cette étude que tous les coeflicients
aix(i=1,2,...,p, k=1,2,...,n) ne sont pas nuls, sans quoi
les symboles z,, ..., z, disparaitraient des équations données. On
peut alors affirmer que tous les déterminants qu’on peut former ave
les coefficients de r symboles pris dans r équations quelconques, ne sont
pas nuls quel que soit r, puisque pour r =14 ces déterminants
sont les coeflicients a;,«. 1l existe donc un nombre entier positif r,
au plus égal au plus petit des nombres n et p, tel que tous les dé-
terminants d'ordre supérieur & », formés comme il vient d'dtre dit,
sont nuls, I'un au moins des déterminants d’ordre r étant différent
de zéro. Nous désignerons par A ce déterminant d'ordre r et nous
I'appellerons déterminant principal.

Considérons les r équations qui ont conduit a ce déterminant 3;
nous pouvons toujours supposer, en changeant les notations, que
les r symboles dont les coefficients figurent dans A sont précisé-
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ment x,, z,, ..., Z,. 1l est alors clair que I'on peut remplacer ces
r équations par le systéme équivalent
(IH) Ar; = Ajr1Dr g =+ oo AT A
i=142,...,r),
dans lesquel les A, x sont des déterminants dont la composition
est immédiate. Envisageons maintenant les p—r équations qui
restent
Fo = Ay @y —+ g 0%s + -+ ~+ CanTn+ b, =0
(2=r-14,...,p);
il résulte de 1'expression obtenue plus haut pour
U2y -+ Uy + ... + UpDy,
que l'on peut écrire la relation
AF, = C,,
en désignant par C, le déterminant
Ay, r41 zr+l+ A +al.n z, + bt

Qp,rpt Trga + -+ G, T+ b,
Ay ooe,Ugp Ggupyg Trypy -+ Agn T+ ba
obtenu en bordant A d’une ligne et d'une colonne, déterminant qui

se réduit manifestement a
b,

b,
Gy ... G b,
d’aprés les hypothéses faites pour définir A. Ce résultat pouvait
d’ailleurs s'obtenir immédiatement en tenant compte des équa-
tions (III). )

Les déterminants G, que l'on vient de former sont appelés déter-
minants caractéristiques. On voit que si tous ces déterminants sont
nuls les (p — r) équations F,=0 sont des conséquences néces-
saires des équations (II1); le systéme des équations données est donc
équivalent au systéme (111) formé seulement de r équations.

Si, au contraire, les C, ne sont pas tous nuls, il est impossible
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que les relations (III: et les relations F,=0 aient lieu simulta-
nément; les équations données sont donc contradictoires avec les con-
ditions imposées aux symboles z,, 5, ..., T»; on dit aussi quelque-
fois qu’elles sont incompatibles.

36. 11 est bien clair que dans le cas ou tous les C, sont nuls, si
nous choisissons pour z, 4, ..., , des nombres rationnels arbitrai-
res, les r équations (III) expriment que x,, 3, ..., T, sont des nom-
bres rationnels bien déterminés. On obtient d'ailleurs ainsi tous
les systémes de nombres rationnels qui vérifient les équations
(.

Nous dirons, pour meltre ce fait en évidence, que le systéme (III)
présente une indétermination d'ordre (n — r) ou encore que ses
solutions sont (n — r) fois indéterminées, en appelant solution
du systéme tout ensemble de nombres rationnels qui, mis respecti-
vement a la place de z,, xy, ..., z,, transforment les relations (III)
en identités.

Nous ferons également observer ici, dans le cas particulier de n
équations entre n symboles x; pour lesquelles les & sont tous nuls,
c'est-a-dire dans le cas de n équations homogénes, que lorsque le
déterminant des a;; n'est pas nul, les nombres rationnels qui sont
définis d'une maniére unique par ces équations sont tous nuls
et que lorsque le déterminant des ai,x est nul, il existe certaine-
ment d’autres solutions. On conclut de la la réciproque d'une pro-
position bien connue de la théorie des déterminants, réciproque
qu'on peut énoncer ainsi : si un déterminant est nul, les éléments de
chacune de ses lignes vérifient une méme relation linéaire et homogéne,
dont les coefficients ne sont pas tous nuls. La méme proposition a lieu
pour les colonnes. Nous aurons, plus loin, I'occasion d'utiliser cette
remarque.

II. — Résultant de deux polynomes. — Discriminant.

37. Avant d’aborder des cas plus complexes, il est commode de
résoudre une question dont la solution sera utilisée dans leur étude.
C’est ce que nous nous proposons de faire maintenant, en insistant
méme un peu plus qu’il ne le serait strictement nécessaire pour les
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applications ultérieures, a cause de 'intérét que présente la ques-
tion en elle-méme.
On considére deux polynomes entiers en x, de degrés déterminés m
etp:
fl@) = 2™+ a@™ ' 4 + ap,
g(z) = 2 + by - + by,
ayant comme coefficients des entiers dont on ne fize pas d'abord la dé-
termination ; on demande de former des relations nécessaires el suffi-
santes que devront vérifier ces entiers pour que les polynomes aient un
plus grand commun diviseur de degré déterminé, q.
Si les polynomes f(x) et g(z) ont un plus grand commun diviseur -
D(x), de degré g, on peut écrire les identités en x:
f(z) = D(2).fi(2),
g9(z) =— D(z). g\(=),
dans lesquelles f,(x) et ¢g,(x) sont des polynomes entiers en x, &
coefficients entiers, de degrés respectivement m—gq et p—yg

et dont on peut supposer les premiers coefficients égaux l'un &
+4 lautred —14. On déduit de la la nouvelle identité

f(z).gi(z) + fu(z).g(z) = 0.
Inversement, si fi(x) et g,(x) sont des polynomes de degrés

m—gq et p—gq vérifiant I'identité

f(z).g:(x) + fi(z).g(z) = 0,
il existe entre f(x) et g(x) un plus grand diviseur commun de degré
au moins égal @ g. En effel, dans le cas ou fi(x) et g,'x) sont pre-
miers entre eux, l'identité précédente montre que ¢,(z) est un divi-
seur de g(z), et si 'on écrit

9(z) =— gs(x).D(x),

D(z) étant de degré g, il en résulte f(z) =— fi(x). Dz), ce qui éta-
blit la proposition. Si, au contraire, fi(z) et g,(z) ont un plus grand
diviseur commun de degré », on a, en désignant par fi(x) et g,(x)
leurs quotients par ce diviseur, la nouvelle identité

f(z).go(z) + fi(z).g(x) = 0,
qui exprime que f(x) et g(z) ont un plus grand commun diviseur de
degré ¢q-+r.
Nous sommes ainsi ramenés a chercher des conditions nécessaires
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et suffisantes pour qu'il existe des polynomes en z, de degrés respecti-
vemenl m—gq el p—q, vérifiant l'identité
f(z).g\(x)+ fi(z).g(x) = 0.
Posons, d’une maniére générale,

filz) = 2™t a2 4o e a,,,

9i(x) = Bux?™! + PPt + - B,
on aura I'identité en x
f(z).g:(x) + fi(x). g(x) = BiFi+ BFs+ -+ B,F) + amGm+ -+ 0,6y,
dans laquelle F; et G, désignent respectivement les polynomes

zPif(x) et am—kg(x).

Considérons maintenant le déterminant R, d'ordre m+p,
formé avec les coefficients des m-+p polynomes Fy, ..., Fy
Gm, ..., Gy, dont le degré en z est au plus égal 4 m-+p—1;
on a

1 aq . . . . . . . @Guyan O 0
0 14 aq . . . . . . . . ax 0 0
0 04 @ . . . . . . . . an O 0
0 0 14 a¢ . . . . . . . . a, 0 0
0 0O tea . . . . . . . . ag 0
0 0 1 a . . an, . O
0 0 1 b b,
R — 0 0 1 & . . . . b 0
0 o 1 5 . . . . 6 00
0 o 1 46 . . . . b, 0 0
0 0 1 b b, O 0
0 o1 46 . . . . b O 0
0 o 1 46 . . . . b 0 . 0
00 & & . . . . b 0 . 0
o1 466 . . . . b O 0
£ 6 . . b6, 0 0

Nous observons que V’identité en
BF, 4+ + B Fp4+a2,Gn+ .- +2G, =0
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exprime simplement qu'il existe entre les éléments y,, ys, ..., Ypim
de chaque colonne du déterminant R, la relation linéaire et homo-
géne
Buya+ o+ BuYp + @mYpia + - + GYpym =0,
et par suite que ce déterminant R est nul. Réciproquement, lors-
que R est nul, il existe entre les éléments de chaque colonne de R
une méme relation linéaire et homogéne dont les coefficients ne
sont pas tous nuls ; on peut donc écrire I'identité en =
BF 4+ 4+ BF,+ 2G+ -+ +a,Gy = 0,

en désignant par B, ..., B,, am, ..., 2, les coefficients de cette re-
lation. Faisons remarquer qu’il résulte de ce que les coefficients
des plus hautes puissances de xz, dans les F et les G, sont tou-
jours égaux i I'unité, que si B: est le premier des B qui soit diffé-
rent de zéro, a;, quiest égal 4 — B;, est nécessairement différent
de zéro et c’est le premier des a qui n'est pas nul. L'identité écrite
exprime dans ce cas que le plus grand commun diviseur de f(x)
et g (z) est au moins de degré i. _

Nous pouvons conclure de ce qui précéde que la relation R =0
est nécessaire et suffisante pour que les polynomes f(x) et g(x) aient
un diviseur commun.

38. Proposons-nous de chercher des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que le diviseur commun soit au moins du second de-
gré, c'est-d-dire pour qu'il existe une identité en x:

p2FR+ "'+(—"'pr+¢me+ b +aIGl =0.

Une identité de cette forme, lorsqu’'elle existe, exprime en parti-
culier que les éléments v, ys, ..., Yo m_ de chaque colonne du
déterminant R;, qu'on obtient en supprimant dans R les lignes et
les colonnes extrémes, sont liés par la relation

Bayz + -+ 4 BpYp + AmYprs + o+ GYpima = 0,
et par suite que le déterminant R, est nul.

Inversement, si I'on a R; =0, il existe des coefficients non
tous nuls, By, ..., Bpy %m, ..., 2, tels quel’on ait pour chaque
colonne de R, la relation

Bayat oo+ BplYp+ GmYppr + -+ Gy pym = 0.

Formons avec ces coefficients I'expression

ByFs 4 ... 4B, Fp+ anGm + -+ + 3Gy ;
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elle se réduira visiblement 4 l1a combinaison indépendante de = :
Bpm —+ amby. .
Mais si nous supposons que l'on a également R =0, clest-i-

dire qu'il existe un diviseur commun & f(x) et & g(x), cette expres-
sion sera nécessairement égale a zéro. On aura donc I'identité

ng|+ vee +p‘,F‘,+ame+ o +aQG! - 01

et par suite f(z) et g(x) admettront un diviseur commun qui sera
au moins du second degré.

Lesrelations R =0, R, =0 donnent ainsi des conditions néces-
saires et suffisantes pour Uexistence d'un diviseur commun & f(x) et d
g(x) dont le degré soit au moins égal a 2.

La proposition peut d’ailleurs s’étendre facilement ; il suffit de la
supposer démontrée lorsque le diviseur commun est de degré au
moins égal & ¢, pour qu'on puisse 1'établir, en appliquant le rai-
sonnement précédent, dans le cas ou ce diviseur commun est au
moins de degré g¢g-+1. Si Pon désigne par R: le déterminant
d'ordre m -+ p —2i quel'on obtient en supprimant dans R, les 2i
lignes et les 2i colonnes extrémes (les ¢ premiéres et les ¢ derniéres),
on peut donc dire que les relations

R=0, Ri=0,... Reyy =0
sont nécessaires et suffisantes pour que les polynomes flx) et g(z)
atent un diviseur commun de degré au moins égal a q.

11 est aisé de donner, lorsqu'on fixe son degré, l'expression du
plus grand commun diviseur des deux polynomes f(x) et g(z).
Considérons, en effet, la suite des déterminants R,, R, ..., Ry
dont chacun se déduit du précédent par suppression des lignes et
des colonnes extrémes ; nous désignerons par

Bitaicoeey Bpiy Amyiyerss  Aigni
les coefficients des éléments de la derniére colonne de R; dans le
développement de ce déterminant.
On a évidemment les identités en « :
B, Fo+... + B, Fy+ApiGm+ -+ Ay sGs = R,z + Sy,
BioF; +... 4B, oFpt Ap2Gm—+ - -+ Ag,0Gs = Rez? + Sy 02 4 Ss5,

...............................
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dont le nombre est le plus petit des entiers m et p. Les coefficients
Si; qui figurent dans les seconds membres, sont des déterminants
qu'ondéduit de R: en y remplagant simplement les éléments de la
derniére colonne par les éléments correspondants de la colonne de
R, dont le rang surpasse de % celui de cette derniére colonne
de R,.
Ces identités montrent immédiatement que si’on a
R =0, R, =0, . Rey =0,

mais non R, =0, le degré du diviseur commun qui est au moins
égal & ¢ ne peut surpasser ¢. [l eriste donc dans ce cas un plus
grand diviseur commun de degré q, qui, a un facteur prés indépen-
dant de x, est nécessairement le polynome

Rq-’l'q -+ S|,qxq_’ “+...+ Sq.q-

39. Le déterminant R, que nous avons appris & former, et qui,
lorsqu’on 1'égale a zéro, donne la condition nécessaire et suffisante
de I'existence d'un diviseur commun & f(x) et & g(x), est appelé le
résultant de ces deux polynomes. Nous nous bornerons & en signa-
ler maintenant deux propriétés importantes.

La premiére est exprimée par l'identité

B,Fy + ... +BPF,+A,..GM+ ...+ AG, =R,
dans laquelle nous avons désignépar By, ..., B,, An, ..., Aqles
coeflicients des éléments de la derniére colonne du déterminant R

dans le développement de ce déterminant ; on I'énonce en disant
que le résultant R est une combinaison linéaire des polynomes

flx) et g(z).

La seconde, d'une nature toute différente, est relative A la consti-
tution de R considéré comme polynome en a,, ay, ..., @m, b,
by, ..., b, : Lorsqu’on remplace dans R les symboles a; et by respec-
tivement par a)' et b\* pour toutes les valeurs de i et k, on obtient
un monome en X de degré mp.

Envisageons en effet le déterminant par lequel nous avons exprimé
ce résultant ; il est clair qu’il suffit de multiplier respectivement par
A, A% L., A2 Am am—t ) les éléments des lignes de ce déter-
minant prises dans leur ordre naturel, pour que la colonne de rang
r soit uniquement formée d'éléments de degré r par rapport & A.
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On obtient donc ainsi un monome en A de degré égal a la somme
(m—+-p)m—+p—1)

3 ,
et si I'on remarque qu’'on a multipli§ R par une puissance de 1

d’ordre égal & plp 2_ Y -+ m{mz— )
était un monome en X de degré égal &

1+2+4 ... 4+ (m=-p), c'est-d-dire de degré

» 'onpourraen conclure que R

(m+pim+p—1) pp—1) mm—1)
2 2 2

c'est-a-dire de degré égal & mp. C'est précisément la proposition
annoncde.

Une autre propriété du résultant se laisse facilement déduire de
1a. Nous supposerons pour l'établir que les polynomes f(x) et giz
sont décomposables en facteurs du premier degré ; nous voulons
dire par 13 qu'on a les deux identités en =

f(z) = (x—y)z—ys)... (@ —yn),
g(r) = (x —2z)(z— 2)...(x — 3,),

dans lesquelles les y etles z désignent des entiers dont on ne fixe pas
la détermination. Les a et les b sont alors, au signe prés, les fonctions
symétriques élémentaires des y et des z, et si ’on remarque que a,
et b; sonl précisément de degré ¢ par rapport & I'ensemble des
lettres y et z, on peut en conclure, en se reportant 4 la démons-
tration précédente, que le résultant R est un polynome entier par
rapport aux y et aux z, dont les coeflicients sont entiers et le de-
gré par rapport a 'ensemble de ces lettres égal & mp. Il est aisé
de donner I'expression de ce polynome. Si nous observons, en effet,
que lorsqu’on remplace y; par 3, quels que soient d'ailleurs i et
k, les deux polynomes f(z) et g(x) ontle diviseur commun z—3,
on voit quele polynome R est nécessairement divisible par y; —a
i=m k=p
Il ne peut donc différer du produit H I[ (y; — 2x) que par un
=1 k=1
facteur indépendant des y et des z, et l'on s'assure immédiate-
ment par la considéralion du terme a2, ou du terme b7 que ce fac-
teur est, au signe prés, égal i I'unité.
Nous pouvons donc écrire en faisant abstraction de ce signe
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i—=m k=p :
R = Hg(.'li) ou bien R=(— 1)"‘!’1-[/‘(2,,) H
i=1 k—1

c'est en ces identités que consiste la propriété annoncée.

Passons 4 I'examen d’une forme particuliére du résultant que I'on
obtient dans le cas ou l'un des deux polynomes f(x) et g(x) est le
dérivé del’autre. Soit par exemple

f\.’l,') =" a4 ... +ap,
9(z) = f'(z) = mz™ 4 (m —1)ay ™' 4 - 4y ;

le résultant des polynomes f(x)et f'(z) est, au facteur m™ prés, un
polynome entier en a,, @, ..., an & coeflicients entiers dont tous les
termes sont en A dedegréégal & m(m — 1), lorsqu’on y remplace a;
par a;)}; on le nomme discriminant du polynome f(x) et on le dé-
signe habituellement par ;. Il résulte immédiatement de 1a défini-
tion du résultant que la relation A, =0 exprime la condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe un diviseur commun a f(z)
etd f'(x) et par conséquent aussi pourque le polynome f(z) pos-
séde des diviseurs multiples. Nous savons donc décider, par le seul
examen du discriminant, c’est-a-dire sans rechercher le plus grand
commun diviseur & f(z) et f'(x), si tous les diviseurs irréductibles
de f(z) sont ou non distincts.

Le discriminant du polynome f(r) prend également une forme
particuliérement simple et que nous devons signaler, lorsque ce po-
lynome est un produit de facteurs du premier degré. Supposons en
effet que I’on ait I'identité en z :

f@) = (@ —a)e—z) ..(z—2a),

dans laquelle 2y, x;, ..., z,, désignent des entiers indéterminés. Une
propriété du résultant, que nous venons d'établir, nous permet
d’écrire
Ar = II f(:),
=1
et si nous observons que I'on a

f(xt) = (-"v'l—‘-'vl) e (xi—‘-r.'_a)(-‘l?.'—xi+|) .. (.’E,--— Tm),

nous en conclurons 'identité
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i—=m k=m

A, =II H(.’E;—Z‘k).
i=1 k=t
L’expression du discriminant ainsi obtenue peut encore étre
simplifiée en associant les facteurs =z;—z: et xx— i, quine
différent que par le signe, et nous parvenons ainsi & 'identité

i ]
mim—t) i=m k=m

sp=(—1)* | [I II (z—=v |,
=1 k=i
4 laquelle nous nous arréterons. Elle nous montre que le discrimi-
nant est & la fois une fonction symétrique entiére & coefficients
entiers des lettres z,, 3, ..., ¥, et le carré d'une fonction entiére &
coefficients entiers de ces mémes lettres (*).

40. Il convient, avant d’abandonner la question, d'appeler I'atten-
tion sur la signification des résultats acquis dans la recherche des
conditions de I'existence d'un diviseur commun & f(z) et 3 g(z), de
degré déterminé, au point de vue méme ol nous nous sommes pla-
cés au début de ce chapitre.

Ce probléme nous a en effet conduits & un systéme de relations :

R=0,
; R,.'L‘ -+ S‘,] = 0‘
( Rgl" -+ S.,gl’ +Sg,g = 0,

qui sont toutes des conséquences nécessaires des relations
f(z) =0, g(z)=0,

et si nous observons que nous n'avons fait usage pour I'obtenir que
des propriétés de deux modes de composition des coefficients
ay, ..., Gm, by, ..., b, entre eux et avec les entiers positifs, nous
pouvons ajouter que les résultats acquis sont démontrés sous la seule
condition que l'on conserve ces deux modes de composition. C'est 1a une
remarque dont nous aurons bientdt a nous servir.

(*) I n'est pas inutile d'observer que cette proposition, ainsi d'ailleurs que la
proposition analogue établie & 'égard du résultant dans un cas particulier, sera
démontrée.pour tous les polynomes dés qu'on aura établi la possibilité logique de
définir Ies nombres algébriques ainsi que nous I'avons fait.
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Le systéme que nous venons d’'écrire posséde en outre des pro-
priétés remarquables qu'il serait intéressant d'approfondir. Nous
nous bornerons & signaler 1a suivante, dont la démonstration est
immédiate dés qu'on a établi que le résultant R considéré comme po-
lynome en a,, a,, ..., apm, by, by, ..., b, est irréductible : lorsqu'on
suppose R, différent de zéro, les deux premiéres relations :

R=0,
Rz + S, = 0,
forment, vis-a-vis des symboles ay, as, ..., @m, by, b3, ..., b, et x, un
systéme équivalent au systéme des deux relations

f@=0, gla)=0.

IIl. — Systémes d’équations en z et en y.

41. Nous allons maintenant aborder 1'étude des systémes d'équa-
tions renfermant deux symboles x et y et pour plus de netteté nous
commencerons par le cas oll le nombre des dquations est précisément
égal a deux. 11 s’agit par conséquent de rechercher toutes les rela-
tions entiéres en x et en y & coefficients entiers qui sont des consé-
quences nécessaires des deux relations

F(z, y) =0,
Gz, y) = 0.

Remarquons immédiatement que si 1'on a identiquement

)

F(z, y) = F(x, y).Fy(z, y)!

. F, et F, désignant également des polynomes a coefficients entiers,
qui renferment ou non les deux symboles z et y, les conséquences
nécessaires des relations (I) sont ou bien des conséquences néces-
saires des relations

Fi ,‘l =0\,
(1) ; (x,y) =0

G(z, y) =0,
ou bien des conséquences nécessaires des relations
Fy(z, y) =0,
g Glz, y) = 0.
Réciproquement, les relations (II) ou les relations (IIl) entrai-

(111)
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nent nécessairement les relations (I), en sorte que le systéme ()
est équivalent, dans le sens donné plus haut a ce terme, a I'en-
semble des systemes (II) et (III). On peut donc se borner a considérer
des systémes de la forme (1) dans lesquels F(z, y) et G(x,y) seront
des polynomes irréductibles ; c'est ce que nous ferons effectivement.
Supposons par conséquent F(z, y) et G(z, y) irréductibles et diffé-
rents, de telle sorte que le systéme (I) renferme bien deux équa-
tions ; nous désignerons par A le degré maximum de F par rapport
a l'ensemble des lettres z ety (ce qu'on appelle quelquelois la
dimension maximum de F) et par 1 le nombre analogue relatif 2 G.
Nous allons, en suivant une méthode déjA employée pour les
équations linéaires, rechercher les propriétés du symbole z, lié 2
xz et 2y par larelation z=wur-+ vy, relation dans laquelleuetv
représentent des nombres entiers dont nous ne fixons pas la déter-
mination et que nous ne ferons jamais nuls simultanément.
Remplagons, & cet effet, dans les relations

(l) F(ID y) =0, G(Iv y) =0,

multipliées respectivement par »* et par v*, le produit vy par la dif-
férence z—ux; nous obtiendrons les nouvelles relations

Fy(z, z, u, v) = 0,

Gy(z, 7, 4, v) =0,
qui, lorsque v est différent de zéro, sont des conséquences néces-
saires des relations données. On observe d’ailleurs que F, et G, sont
homogenes et de dimensions respectivement A et = par rapport a
u, v et z, et que ces deux polynomes renferment effectivement z, I'un
a la puissance A, I'autre & la puissance p, les coefficients de ces
puissances étant des polynomes déterminés en u et v, c’est-a-dire
n’étant pas nuls quels que soient u el v.

Si 'on exclut, par conséquent, les valeurs de » et v pour les-
quelles ces coefficients s’annuleraient, I'on peut appliquer & F, et G,
les résultats obtenus dans la théorie du résultant. D'une maniére plus
précise, nous savons former deux polynomes entiers A(z, 3z, u, v)
et B(z, z,u,v) de degrés respectivement égaux 3 p—1 et A—14
par rapport & x et tels qu'on ait I'identité en z eten 3 :

AF,+ BG, = R(z, u, v),

R désignant un polynome entier en z, u et v qui n'est autre que le
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résultant des polynomes F, et G,. Faisons remarquer en passant
que ce polynome est homogéne par rapport aux trois lettres z, u et v
et que son degré par rapport & z ne peut dépasser le produit Ap,
ce qui est une conséquence immédiate des propriétés du résul-
tant (*).

La relation R(z,u,v) =0 A& laquelle nous sommes ainsi par-
venus d'une manié¢re unique et déterminée et qui est une consé-
quence nécessaire des équations du systéme (I) a été appelée la
résolvante générale de ce systéme ; nous allons en signaler ici les pro-
priétés les plus importantes.

42. Nous observerons d'abord qu'il peut arriver que le polynome
R(z, u, v) qu’on appelle aussi quelquefois le résolvant du systéme (1I),
ne renferme pas z. Il se réduira par conséquent & un polynome en-
tier en u et v, P(u, v), etil nous est facile d’établir que ce polynome
ne peut étre identiquement nul. Si I'on avait en effet I'identité en
T,%,U, 0

AF,+BG, = 0,
on pourrait en conclure que F, et G, ont, quels que soient u et v,
un diviseur commun renfermant z, ce qui est contraire & I’hypo-
thése faite au début sur F(z, y), et G(zx, y).

11 existe doncdes valeurs de u et de v pour lesquelles le polynome
P(u, v) est différent de zéro, et par conséquent les relations

(1 Flz, y) = 0, Glx,y) =0
nous conduisent & une contradiction. On en conclut que ces rela-
tions sont incompatibles, c'est-a-dire qu'il ne peut exister de sym-
boles x et y possédant les modes de composition que nous avons
imposés a z et ¥y, qui vérifient les deux relations
‘Fix,y) =0, Gz, y) = 0.
Un exemple simple de cette circonstance, auquel lous les autres
peuvent d'ailleurs se ramener, s'obtient lorsqu'on suppose identi-

(*) Si I'on considére en effet les polynomes en x, Fi(z, 3, u, v) et Gz, 3, u, v),
on voit quaprés division du premier par v* et du second par v+, les coefficients
de xi sont de degré égal a —i par rapport a I'ensemble des lettres z, u et v;
le résolvant des deux polynomes ainsi obtenus cst donc de degré — Aw par rap-
port & I'ensemble de ces lettres. Il suftit d'observer que multiplier I'un des deux
polynomes par o* et l'autre par o* déquivaut & multiplier leur résolvant par
o™+ pour retrouver un résolvant entier en u, v et 3 ct de dimension Ap.
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quement
G(z, y) = F(z, y)+a,
a étantun nombre entier autre que zéro.

Ce cas étant écarté, nous allons étudier les propriétés du résolvant
en supposant en premier lieu que tous les diviseurs irréductibles
de ce résolvant sont différents ; en d'autres termes, & polynome en
R(z, u, v) est sans diviseurs multiples lorsque u et v demeurentindé-
terminés.

La relation R(3, u, v) =0, ou l'on regarde z comme ayant été
mis pour abréger a la place de ux -+ vy, est une identitéen u et
en v; sinous y remplacons u par u-+u' et v par v-v, nous
obtiendrons par conséquent une identité en u, v et aussien v
et ©', identité qui sera une conséquence nécessaire de la premiére.
Considérons plus particuliérement les deux identités en u et v
qu'on obtient en égalant & zéro les coefficients de u' et v’ dans le
développement du polynome

R(u+ e +(v+v)y, u+u, ov-+47);
ces deux identités s'écrivent
D.R(ux + vy, u, v) = 0,
D.R(uz—+ vy, u, v) = 0,

en désignant par les premiers membres les polynomes dérivés du
polynome R(ux + vy, u, v) regardé successivement comme un po-
lynome en u et comme un polynome en v. On voit d’ailleurs aisé-
ment d'aprés la définition des polynomes dérivés, que 1'on peut
écrire ces deux identités sous la nouvelle forme :

zD;R(z, u, v) + D,R(z, u, v) =0,
yD.R(z, u, v)+ D,R(3,4,v) = 0,

ou la combinaison = uz-+vy aétémiscen évidence. Le sysleme
des trois identités en u et v :

R(z, u, v) = 0,
(A) ¢ zD.R(z, u, v' + D,R(z, u, v) = 0,
yD.R(z, u, v)+ D, R(z, u, ) =0

mérite de fixer un instant notre altention.
Nous ferons d'abord remarquer que lorsqu'on y regarde u et ?
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comme des entiers déterminés, les trois relations ainsi obtenues ne
sont point distinctes ; c'est ce qui résulte de la relation

3D,R(3, u, v) + uD,R(z, u, v) + vD,R(z, u, v) = 0,

relation qui d'une part est une combinaison linéaire des deux der-
niéres relations du systéme (A) et qui d'autre part, d'aprés 'homo-
généité durésolvant, est visiblement identique a la premiére de ces
relations.

Cela étant acquis, considérons I'identité en u et v

R(uz + vy, u,v) = 0;
nous savons que le résolvant est homogéne en u, » et z, nous pou-

vons donc en conclure que le polynome R(uz--vy, u,v) est
homogéne en u et v. Si nousavons par conséquent, en posant v =1,

R(ux +y, u, 1) = My(x, y)+ uM,(z, y) + wMs(z, y) + .-,

I'identité R(ux -+ vy,u,v) =0 est équivalente au systéme des
relations
M,(z, y) = 0, Mz, y)=0, .. ..

obtenues en égalant & zéro les coefficients des diverses puissances
de u. Si nous remarquons d'autre part que R(z, u, v) est une com-
binaison linéaire des deux polynomes Fi(z, 3, u, v), Gz, z, u, v),
et par suite aussi des deux polynomes F(z, y) et G(z, y) auxquels
ils se réduisent, au facteur »* ou v* prés, nous pourrons en con-
clure que les polynomes M; sont des fonctions linéaires et homo-
génes A coefficients entiers des deux polynomes F(z, y) et G(z, y).
Ainsi toutes les relations M; =0 sont séparément des consé-
quences nécessaires des deux relations données dont elles sont des
combinaisons linéaires.

Envisageons maintenant les deux derniéres identités du sys-
téme (A); elles s’obtiennent en dérivant la premiére soit par rap-
port & u soit par rapport & v, lorsqu’on y a remplacé z par l'ex-
pression uz + vy, Silon y fait v=1, les coefficients des
diverses puissances de u dans leurs premiers membres sont par
conséquent, i des facteurs entiers prés, les polynomes M; déja con-
sidérés. Toutes les relations (A) sont donc, quels que soient les
entiers u et v, des combinaisons linéaires des relations M; =0 et
par suite aussi des combinaisons linéaires des deux relations don-

nées Fz,y)=0, G(z,y)=0.

THEORIE DES WOMBARES
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Remplagons dans les relations (A), uetv par des entiers déter-
minés a et b choisis de telle sorte que le polynome en z, R(z, a, b),
n'ait point de diviseurs multiples. 1l suffit pour cela de choisir a
etb de fagcon que le discriminant de ce polynome, qui est un poly-
nome entier en u et v & coefficients entiers, soit différent de zéro.
Considérons alors le systéme

R(z, a, b) = 0,
(A) zD,R(z, a, b) + D,R(z, a, b)) =0,
yD,R(z, a, b) + DRz, @, b) = 0,

ou z représente la combinaison az+ by ; nous allons montrer que
ce systéme est équivalent au systéme donné. Il nous suffira évidem-
ment pour cela d'établir que les relations données sont des consé-
quences nécessaires des relations (A), puisque la réciproque a déja
été établie.

D’aprés ’hypothése, les polynomes R(z, a, ) et D.R(z, a, b) sont
premiers entre eux ; il existe donc deux polynomes entiers en z, 3
coefficients entiers, A(z) et B(z), tels que I'on ait identiquement

A(z).R(s, a, b))+ B(z).D.R(3, a, b) = p,

p étant un nombre entier diftérent de zéro, qui est le discriminant
de R(z, a, b). On peut donc remplacer le systéme (A) par le suivant :

R(z, a, b =0,
(A") px + B(z).D.R(z, a, b) = 0,
py + B(z).D,R(z, a, b) = 0,

qui lui est manifestement équivalent.

Cela étant admis, lorsque la relation R(z, a, b)) = 0 est satis-
faite, les deux polynomes entiersen x : Fi(z, z, a, b) et Gy(z, z, a,b)
ont nécessairement un diviseur commun renfermant . Ce diviseur
devant diviser toute combinaison linéaire des polynomes considérés
sera par conséquent, 3 un facteur entier prés, identique au polynome
px + B(z).D.R(z, a, b); en d'autres termes, si nous prenons par
exemple le reste de la division du polynome p*F(z, z, a, 6) par le
binome en z: pz + B(z).D,R(z, a, ), nous obtiendrons un poly-
nome entier en z, & coefficients entiers, qui s'annulera sous la
scule condition R(z, a, b)) = 0. L'hypothése faite au début sur
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R(z, a, b) nous permet d'en conclure que ce polynome %(z, a, b)
est divisible par R(z, a, b).

Considérons en effet un diviseur irréductible de R(z, a, b) et dé-
signons-le par Pz, a, b); larelation P(z,a, 8)=0 entraine né-
cessairement #(z,a,b) = 0. 11 est dés lors impossible que
®(z, a, b) et P(z, @, b) soient premiers entre eux, car l'identité en z
que I'on pourrait alors écrire

A'(2).P(z, a, b)+ B'(3).%(3, a, b) = p',
ol1 p’ est un entier différent de zéro, est contradictoire avec la con-
clusion précédente. On peut donc affirmer que ®(z, a, ) est divisible
par P(z, a, b) et que par conséquent le polynome %(z, a, b) qui ad-
met tous les diviseurs irréductibles distincts de R(z, a, b) est divisi-

ble par ce dernier polynome supposé sans diviseurs multiples.
11 existe donc une identité en 3z, de la forme

P'Fi(z, 3, a, b) = Ny(3).R(3, a, b)=4 Ny(z, x)[px + B(2).D.R(z, a, )],
et cette identité exprime qu'a un facteur entier prés, F(r, y) est une
combinaison linéaire des premiers membres des relations (A') ou
encore des relations (A). La démonstration s’applique évidemment
aussi a G(z, y). '

Ainsi, non seulement tout systéme de deux relations F(z,y)=0,

Gz, y) =0 dont le résolvant est sans diviseurs multiples est équiva-
lent au systéme formé des deux relations

R(z, a, b) = 0,
zD,R(3, a, b) + D,R(z, a, b) = 0,
dans lesquelles 5 représente Pexpression ax + by, sous la seule con-
dition que le polynome R(z, a, b) soit sans diviseurs multiples, mais

encore toute relation qui fait partie de lun des deux systémes est une
combinaison linéaire des relations de U'autre systéme.

11 est bien évident qu'il résulte également de 1a que les équations
données sont des combinaisons linéaires des relations
Mz, y) = 0

considérées plus haut, de telle sorte que le systéme donné est ausst
équivalent au systéme formé par ces relations.

43. Les propositions précédentes nous ont montré la liaison
intime qui existe entre un systéme de deux relations entre x et y
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et son résolvant dans le cas ol ce dernier n'a que des diviseurs dis-
tincts. Il est aisé de voir comment on doit les modifier lorsque le
résolvant R(z, u, v) posséde des diviseurs multiples.

Nous ferons observer qu’au point de vue ol nous nous plagons
de la recherche des relations entiéres en z et y qui sont des con-
séquences nécessaires des relations données :

F(z,y)=0, G(z, y) =0,
nous pouvons substituer a la relation R(z, u, v)=0 celle que
I'on obtient en égalant A zéro le résolvant débarrassé de ses facleurs
multiples, c’est-a-dire divisé par le plus grand commun diviseur &
R(z, u, v) et a D,R(z, u, v).

Si I'on désigne par S(z, u, v) le quotient de cette division, le sys-

téme
S(z, u, v) =0,
(B) zD.S(z, u, v) + D,S(z, u, v) = 0,
yD,S(z, u, v)+D,S(z, u, v) = 0,
ou l'on regarde toujours z comme représentant ux-+vy, pourra
remplacer le systéme (A).

En particulier si le polynome §(s, a, §) n'a point de diviseurs

multiples, les deux relations

S(z, a, b) = 0,
xzD.S(z, a, b) + D,S(3,a,b) =0

nous donneront par de simples combinaisons linéaires toutes les
conséquences nécessaires des relations données et en particulier ces
relations elles-mémes. Le systéme donné et le systéme (B) sont donc
encore équivalents, c'est-a-dire conduisent aux mémes conséquences
relativement & x et & z, mais les relations du systéme (B), en par-
ticulier la premiére, ne sont plus simplement des combinaisons
linéaires des relations données.

A un autre point de vue, si I'on s’astreint & ne considérer que les
conséquences nécessaires des relations données qui en dérivent par
des combinaisons linéaires, on parviendra naturellement & la rela-
tion R(z, u,v) = 0 et par suite aussi 4 toutes celles qui s'en dé
duisent en écrivant I'identité en u' et v’

R(u+u)z+(v+v)y, u+u, v4+v]=0
et qui en sont d’ailleurs des conséquences nécessaires, mais il est
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en général impossible d'obtenir ainsi la relation S(z, u,») =0
et Loutes celles qui en dérivent. Nous n’insisterons pas sur ce sujet
qui demanderait une étude beaucoup plus profonde dépassant le
cadre de ces legons.

44, Nous avons jusqu'a présent supposé égal 4 deux le nombre
des relations données entre x et y : il est aisé de montrer comment
les résultats obtenus se peuvent étendre au cas ou le nombre des
relations données est quelconque.

Soient

Gl(z’ y) = 07 Gi(a": y) = 01 e Gp(x’ y) =0

les relations données, entidres et & coefficients entiers, desquelles
nous supposerons seulement que leurs premiers membres n'ont
point de diviseur commun. Désignons par a;, %, ..., %,; By, By ..., Bp
des nombres entiers dont nous ne fixons pas la détermination ; il est
clair que les deux relations

([) a,Gy + ... +a,G, = 0,
plGl+ e = ppGp =0

sont, quels que soient ces nombres, des conséquences nécessaires
des relations données et que si I'on y laisse les « et les B indéter-
minés, elles entraineront nécessairement toutes ces relations. En
d’autres termes, le systéme formé par ces deux relations est, lorsque
les « et les B sont indéterminds, équivalent au systéme donné. Sil'on
observe que leurs premiers membres sont sans diviseur commun et
méme irréductibles dans cette hypothése, on pourra les traiter
comme on l'a fait pour les deux équations
F(z, y) =0, G(‘va y)=0.

Soit par conséquent H(z, u, v, a;, Bx) le résolvant du systéme (I);
la relation H(z, u, v, «;, 2,) = 0, dans laquelle z représente l'ex-
pression uz + vy, estune identité par rapport & u, v, aux « et
aux f; elle est d’ailleurs une combinaison linéaire des relations
données et par suite une conséquence nécessaire de ces relations.
Développons son premier membre suivant les puissances des a et
des P et égalons & zéro les coeflicients de ces diverses puissances;
nous obtiendrons un systéme d'identités en u et v,

Ki(z, u, v) =0, Ky(z, u,v) =0,...
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qui sont également des combinaisons linéaires des relations don-
nées. Les polynomes K(z, u, v) peuventavoir ou non, lorsque uet o
demeurent indéterminés, un diviseur commun renfermant z. Sup-
posons d'abord que le dernier cas se présente; il existera des poly-
nomes entiers en z, u, v, tels qu'on ait identiquement

Ay(z, u, v).K(z, u, )+ As(3, u, v).Ks(3, 4, ¥) + ... = P(y, v),

P étant un polynome entieren u et v. Il suffit de choisir pour u et v
des entiers a et & qui n’annulent point le second membre, pour
conclure de 13 qu’il est impossible que les relations

Ki(az + by, a, b) = 0, Ky(az + by, a, b} =0, ...

aient lieu simultanément. Les relations données entre z ety sont
donc incompatibles avec les hypothéses faites sur les symboles z
et y.

Considérons maintenant le cas ou les polynomes K(z,u, v) ont
un diviseur commun R(z, u, v); il sera possible de déterminer des
polynomes entiers en z, u, v tels qu'on ait identiquement

Ay(z, u, v). Ky(z, u, v) + Ay(3, u, v).Kq(z, u, ¥) + ... = R(z, u, v),

de sorte que la relation R(z, u,v) =0, dans laquelle z repré-
sente toujours wux-vy, estune combinaison linéaire des relations
K(z, u, v) = 0 et par suite aussi une combinaison linéaire des re-
lations données.

Nous dirons que le polynome R(z, u,v), auquel nous sommes
ainsi parvenus d'une maniére bien déterminée, est le résolvant du
systéme donné. 1l est aisé de voir qu’il posséde toutes les propriétés
du résolvant d’un systéme formé de deux relations seulement.

En particulier si pour u=a, wv=1¥§ il est sans diviseurs
multiples, ce qui ne peut arriver que dans Ie cas ol il a, lorsque
u et v sont indélerminés, ses diviseurs distincts, le systéme des
relations

R(z, a, b) = 0,
(A) zD;R(z, a, b) + D,R(z, a, §) = 0,
yD.R(z, a, b)+ D:R(z, @, ) = 0

est 1ié au systéme donné de telle sorte que toute relation d'un des
systémes est une combinaison linéaire des relations de l'autre sys-
téme. Dans tous les cas, si Sz, u, v) désigne le résolvant débar-
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rassé de ses facteurs multiples, le systéme
S(z, u, v) =0,
(B) zD.S(z, u, v) 4+-D,S(z, u, v) = 0,
yD.S(z, u, v)+ D S(z, u, v) = 0

est équivalent au systéme donné, c'est-h-dire conduit aux mémes
conséquences relativement & z et & y.

Nous ne nous attarderons pas i refaire les démonstrations, qui
se déduisent facilement de celles données dans le cas de deux
équations, et nous passerons & une notion trés importante pour la
suite, celle des systémes irréductibles.

46. Considérons un systéme de relations

Gy(z, y)=0,..., Gyx,y) =0
dont le résolvant R(z, u, v) est supposé sans diviseurs multiples
lorsque u ct » demeurent indéterminés. Nous avons vu que la rela-
tion R(ux + vy, u, v) = 0 est, quels que soient u et v, une consé-
quence nécessaire des relations données, et que si I’'on pose

R(ux+vy, u, 1) = Mz, y)+ uMy(z, y) + u'My(z, y)+ ...

le systéme des relations

My(z, y) =0, My(z,y) =0,...
est lié au systéme donné de telle sorte que toute relation de I'un des
systémes est une combinaison linéaire des relations de I'autre.
Enfin, il est évident que le polynome R(z, u, v) est également le
résolvant de ce dernier systéme.

Une circonstance bien remarquable, que nous avons déja admise
implicitement en supposant que le résolvant posséde quelquefois
des diviseurs multiples, se présente ici. Il peut arriver, bien que les
relations données cntre x et y soient toutes irréductibles, qu’il
n'en soit pas de méme du résolvant. Considérons dans cette hypo-
thésel'un des diviseurs irréductibles P(z, u, v) de R(z, u,v), et
soit

R(z, u, v) = P(z, u, v).Q(3, u, v).

L’identité en u et v R(z, v, v) =0 se décompose en deux iden-
tités: P(z,u,v) =0, Qz,u,v)=0, qui sont nécessairement
vérifiées [l'une ou lautre, lorsque les relations données sont satis-
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faites. Ces deux identités sont d'ailleurs incompatibles, puisque les
polynomes P(z, u, v) et Q(z, u,v) sont sans diviseur commun
lorsque u et v demeurent indéterminés. Les conséquences néces-
saires des relations M(x, y) =0 ou des relations données se
partagent donc en conséquences nécessaires de I'identité

P(uz + vy, u,v) =0
et en conséquences nécessaires de I'identité
Q(uz + vy, u, v) =0;
on dit que le systéme donné se décompose. Si I’on a alors
Pux+1vy, u, 1) = K, (x, y)+uK((z, y)+- -,
Quz +y, u, 1) = Ly(&, y)+uly(2, y)+ -,
on en déduit identiquement en = et y :
M, = KLy,
M, = K,L, + K,L,,
M, = K,L; + KL, + K,L,,

et ces identités nous montrent pourquoi et comment la décompo-
sition se produit.

Il semble inutile d'ajouter que P(uz + vy, u, v) est précisément
le résolvant du systéme

Ky(z, y) =0, Ki(z, y) = o0,...,

qui correspond au diviseur irréductible P(z, u, v) et que I'on peat
séparer du systéme donné. On voit d’ailleurs manifestement qu'en
raisonnant sur le polynome Q(z,u, v) comme on a raisonné
sur R(z, u, v) et ainsi de suite, il est possible de substituer & la
considération de tout systéme dont le résolvant est sans facteurs
multiples, celle d'un certain nombre de systémes dont le résolvant
est irréductible. Nous donnerons & ces derniers le nom de systémes
irréductibles et nous allons en signaler ici une propriété caractéris-
tique, extrémement importante.

Lorsqu'on envisage un systéme quelconque de relations en-
titres entre = et y, dont le résolvant est dépourvu de diviseurs
multiples sans étre cependant irréductible, on voit immédia-
tement qu'il existe des relations entiéresen z et y qui, sans étre
incompatibles avec les relations données, n'en sont point pourtant
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des conséquences nécessaires. Il est clair en effet que si I'on ajoute
aux relations données la relation
P(ax + by, a, b) = 0,

en désignant par P(z, u, v) l'un des facteurs irréductibles du
résolvant, on forme un nouveau systéme dont le résolvant renfer-
mera certainement le facteur P(z, u,v) et qui se réduira & ce
facteur lorsque les entiers a et & sont choisis de telle sorte que le
polynome en z, P(z, a, b) n'ait point de diviseurs multiples.

Mais supposons maintenant que le systéme donné soit irréduc-
tible, c'est-a-dire que son résolvant soit précisément P(z,u, v) et
ajoutons aux relations données une relation entiére quelconque,

M(x, y) = 0.

Considérons le systéme ainsi obtenu et formons son résolvant;
il peut arriver que ce résolvant ne renferme pas z et nous pourrons
alors affirmer que la relation M(z, y) = 0 est incompatible avec
les relations données. Supposons que le cas contraire se présente et
soit Py(z, u, v) le résolvant du nouveau systéme ; on voit que la
relation P(z, u,v) =0 sera une conséquence nécessaire de la
relation Py(z,u, v) =0, d'ou il résulte que P, et P sont identi-
ques. On conclut de 1a que la relation M(x, y) = 0 est elle-méme
une conséquence nécessaire des relations données et méme une
combinaison linéaire de ces relations. Nous pouvons donc énoncer
la proposition suivante : Toule relation entiére en x et y compatible
avec les relations qui définissent un systéme irréductible est une consé-
quence nécessaire et méme une combinaison linéaire de ces derniéres.

Cette propriété, avons-nous dit, caractérise les systémes irréduc-
tibles ; nous avons en effet montré qu'étant donné un systéme quel-
conque non irréductible, on peut former des relations entiéres en
et y A coeflicients entiers, qui sans étre incompatibles avec les
relations du systéme n'en sont pas cependant des conséquences
nécessaires. Il est donc permis de définir les systémes irréductibles
en disant que pour ces systémes toule relation entiére en x et y, d
coefficients entiers, compatible avec les équations du systéme, en est
nécessairement une combinaison linéaire ; on reconnait d’ailleyrs la la
généralisation d'une propriété caractéristique bien connue des poly-
nomes irréductibles.

Signalons encore une conséquence immédiate des remarques pré-
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cédentes : Soit P(z, u, v) le résolvant irréductible d’'un systéme
d’équations entre z et y ; remplagons dans ce polynome u et v par
des entiers déterminés a et 4. 11 peut arriver que le polynome P(z, a,b)
posséde ou non des diviseurs multiples, mais ce qui est remarquable
c'est que :

1* Lorsque P(z, a, b) n’a pas de diviseurs multiples, il est nécessaire-
ment irréductible ;

2* Lorsque P(z, a, b) a des diviseurs multiples, il est la puissance
ezacte d’'un polynome irréductible.

On observe en effel que dans le cas contraire, il serait possible d'é-
crire des relations de la forme Qlax —+ by, a, b)) =0 compatibles
avec les équations du systéme sans en étre des conséquences néces-
saires. )

Enfin on peut affirmer que lorsque P(z, a, ) est la puissance
parfaite d'un polynome irréductible, ce dernier est une combinaison
lindaire des premiers membres des équations du systéme.

IV. — Systémes d'équations : Cas général.

46. Les résultats acquis dans I'étude des systémes d'équations
entre deux symboles z et y peuvent aisément s’étendre & des syste-
mes formés d’un nombre quelconque d'équations entre des symbo-
les y, %y, ..., T,. Nous allons le montrer rapidement, sans in-
sister sur des démonstrations qui sont identiques a celles que nous
avons données dans le cas ol I'on considére seulement deux sym-
boles.

Soient

F,(zy, 25, ..., T,) = 0,

Fa(2y, T3, ..., Zn) = 0,

Fy(xy, 23y ..., Tn) = 0
les relations qu’on suppose satisfaites par les symboles =z, z,, ..., Z,
et dans lesquelles F; désigne un polynome entier & coefficients
entiers de degré A par rapport 4 ’ensemble des symboles qui y figu-
rent. Nous observerons immédiatement qu'on pourrait, sans res-
treindre la généralité, se borner a étudier les systémes de cette
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forme dans lesquels les polynomes F sont irréductibles; la raison
de ce fait est évidemment la méme que dans le cas de deux symbo-
les 2 et y; néanmoins comme I’on peut sans introduire de compli-
cations arriver 4 un certain nombre de résultats sans faire cette
hypothése, nous ne la ferons pas tout d’abord.

Nous allons poser, comme dans le cas de deux symboles,

2 =u‘z’+ ‘u,:t,+ “o +u,,.’l',,,

en désignant par wu,, u,, ..., u, des entiers indéterminés qu'on
s’astreint & ne jamais choisir nuls simultanément, et rechercher les
propriétés du symbole z ainsi défini. Désignons & cet effet par

d’.'(:r,, Tey ooy Tny,y Z)

le polynome entier en =z, &5, ..., Zp1, 2 el uy, U, ..., u, que
I'on déduit du polynome "~ Fi{xy, xy, ..., 2,) en multipliant ce der-
nier par u): et en y remplagant ensuite wu,r, par ’expression

Z— ULy — s — Up 1Ty,
Jes relations

Pi(Lyy Ty oeey Tny,3) =0

(t=1,2,...,p)

sont, lorsqu’on suppose u, différent de zéro, des conséquences né-
cessaires des relations données, et la réciproque est également
vraie. Nous ferons remarquer que ces relations ne renferment pas
nécessairement toutes le symbole z— il est clair en effet que si le
polynome F: ne contient pas x,, le polynome ®: ne renfermera pas z
— mais il importe d’observer que lorsque ®; renferme effectivement
3, ®; est un polynome en <z, 3, ..., 2,y dont le degré par rap-
port & chacune de ces lettres est égal & 1;, dimension maximum du
polynome %: considéré comme polynome en =y, &y, +s., Tny €t 3.
On voit également que ®; est homogéne et de degré A; par rapport
aux lettres uy, us, ..., %, €t 3, 8ans dtre nécessairement de degré
A par rapport & z.

Considérons les polynomes en z, ®(xy, Z, . ., 2,4, 2) et for-
mons leur plus grand commun diviseur; ce plus grand commun
diviseur n'existera évidlemment que lorsque {ous les polynomes ®;
renferment effectivement z; mais nous pouvons affirmer que s'il
existe, il renfermera également les symboles =y, x,, ..., z,;. On
s'en convaincra immédiatement si 'on observe qu'il dérive du plus
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grand commun diviseur des polynomes en x,, désignés par Fi, eny
remplacant aprés multiplication par une puissance convenable de
un, U, T, par la différence

WL+ ...+ Up— Tn—y —3Z.
Désignons donc ce plus grand commun diviseur par
Rl(zy Tyy o 0oy zﬂ—i);

si nous appelons Gy, 2,, ..., Zi_y, 3) le quotient de &, par R,,

les relations )
, . ‘I’,—:O (l=i, 2, vesy p)
pourront s'écrire

RG; =0 (i=12, .., p.

Leurs conséquences nécessaires se partagent donc en conséquen-
ces nécessaires de la relation R, =0 et en conséquences néces-
saires des p relations G;=0 (1=1,2,...,p); il est d'ailleurs
évident que lorsque les relations de I'an ou de l'autre de ces der-
niers systémes sont vérifiées, il en est de méme des relations

& =0 i=1,2..,p).

Le systéme donné se décompose donc en deux systémes dont I'un
est constitué par 'unique relation entre n symboles

B‘l(z’ Tyy Tgy oeey xll—l) = 0.
et 'autre parles p relations
Gy, Tay vy Tn_y,3) =0
(i=1,2,..,p)
dans lesquelles les polynomes en z qui forment les premiers mem-
bres sont sans diviseur commun.

Considérons ce dernier systéme; nous observerons que sil'un
des polynomes G; renferme 1'un des symboles z,, xy, ..., Ta_y, il
les renfermera nécessairement tous et sera en outre par rapporta
chacun d'eux de degré égal & sa dimension maximum ; c'est 14 une
conséquence immédiate de la propriété correspondante des polyno-
mes ;.

Examinons le cas ou aucun des polynomes G; ne renferme de
symboles =z, &y, ..., Z»_y; nous pouvons aflirmer que ces poly-
nomes qui ne renferment plus que z et qui sont, lorsque les u sont
indéterminés, sans diviseur commun, ne peuvent s’annuler simul-
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tanément quels que soient les u. Les relations

Gi(z) =0 (i=1,2, .., )
considérées comme relations en xy, x,, ..., Ta, devant avoir lieu
quels que soient les u, sont par conséquent incompalibles.

Ce cas étant écarté, il peut arriver qu'aucun des polynomes G;
qui renferment effectivement xy, @, ..., .y, De renferme z; le
systéme formé des relations G;=0, (i=1,2,...,p) estalorsun
systéme de p équations entre les (n— 1) symboles

Lyy Loy eeny Tn_q,

et ces équations doivent avoir lieu quels que soient les entiers in-
déterminés uy, us, ..., ux. Il suffit par conséquent de développer
les G;suivantles puissances des u et d’égaler & zéro les coefficients
de ces diverses puissances, pour obtenir un systéme d'équations a
coefficients entiers entre les (n—1) symboles x, x,, ..., ZTn_y.
On appliquera alors & ce systéme la méthode que l'on vient d’ap-
pliquer au systéme donné qui renfermait effectivement n symboles.
11 est aisé de voir que ce cas ne se présente que lorsque les poly-
nomes F; ne renferment z, que par un facteur qui est le méme pour
tous ces polynomes.

Dans tous les autres cas, nous pouvons affirmer que le systéme
des relations

Gi(xy, Ty ... y Tnoy, 3) =0
(i=1,2,..,p),

— qui se réduit au sytéme

?i(x,, Loy eve y Tny, Z) =0
(t=1,2....,p)

lorsque les polynomes en z, représentés par les ®; n'ont pas de
diviseur commun — renferme au moins une relation dont le pre-
mier membre est un polynome en =z, s, ..., Toy et z, dont le
degré par rapport i chacune des lettres xy, o, ..., zn_, est égal &
sa dimension maximum. Considérons alors les denx relations

alGl e e o Q?Gl, —4 0,

BiGy+ .-+ +B,G, = 0,
dans lesquelles les « et les B représentent des entiers qu'on laisse
indéterminés, ces deux relations sont toujours des conséquences
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nécessaires des relations
G;=0 (i=1,2..,p),

et il est clair que la réciproque est vraie, de sorte qu'on peut se
borner & rechercher les conséquences nécessaires de ces deux rela-
tions dans lesquelles on suppose expressément que les a et les § de-
meurent indéterminés. Leurs premiers membres sont des polyno-
mes entiers en =z, 25, ..., Tny et 3, et nous savons qu'ils sont
par rapport & z,_, en particulier de degré égal & leur dimension
maximum ; nous pouvons donc leur appliquer les résultats obte-
nus relativement au résultant de deux polynomes de degrés donnés.
En d'autres termes, si nous désignons par

T(z, Tyy T3y eev y Tnog, ay p)
le résultant de ces polynomes considérés comme polynomes en
Ta_y, la relation
T(z, 21, Z3veee y Tus, a, B) =0
sera une conséquence nécessaire des relations
Gi=0 (w=1,2,.. p).
Mais nous pouvons aller plus loin; si 1'on considére en effet le
systéme formé des relations
G,=0 (i=1,2,..,p)
qu'on déduit des relations Gi=0 (i=1,2,...,p) eny rem-
plagant z par son expression & I'aide des z, il est évident que le
polynome
T(z, 21, T3y .00y ZTn_g, a, B)
nous donne, lorsqu'on yremplace z par z'— w2 -+ ... = Uy sZay
le résolvant des deux polynomes en z,_, et z, :
ay I|'+' +aPG;,,
L R
Nous pouvons donc dire que si le polynome T, qui renferme né-
cessairement &y, X5, ..., Tny, est sans diviseurs multiples lorsque
Ty, Tyy. .., Tna ainsique u, et u,, demeurent indéterminés,la
relation
T(z, 21, ...y, Tps, a, B) =0,
supposée vérifiée quels que soient wu,, u, , et les indéterminées
a et B, conduit a toutes les conséquences nécessaires des relations
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G =0 i=1,2..,p).

Si I'on développe par conséquent le polynome T suivant les puis-
sances des « et des B, on obliendra, en égalant & zéro les coeffi-
cients de ces diverses puissances, un systéme d'équations entre
(n —1) symboles seulement, zy,...,x, 5 ¢t z, qui sera équiva-
lent au systéme

G=0 t=1,2,..,p)
a la condition d'étre vérifié quels que soient u, et u, ;. On peut
d’ailleurs remarquer que les relations de chacun des systémes sont
simplement des combinaisons linéaires de celles de 'autre.

Supposons maintenant que le polynome T posséde des diviseurs
multiples lorsque ,...,Zp3, u, et u,; demeurent indétermi-
nés ; nous savons qu'il suffit de substituer & T le produit de ses fac-
teurs irréductibles distincts pour obtenir un polynome T, auquel
les conclusions précédentes s'appliquent. Il importe seulement d’ob-
server que les équations du nouveau systéme entre les (n—1)
symboles =y, %, ...,2,, 3, que l'on en déduit, ne sont plus de
simples combinaisons linéaires des relations

Gi=0 (i=1,2,...,p)

Au point de vue oi1 nous nous plagons, il esl indifférent d'avoir
égard A I'ordre de multiplicité des diviseurs; nous n'insisterons
donc pas sur les circonstances qui peuvent se présenter dans le cas ou
il existe des diviseurs multiples.

Les remarques qui précédent nous permettent, dans tous les cas, de
remplacer les relations

G=0 i=12..,p
par des relations

H;=0 (i=1,2,..,9)
entre les (n—1) symboles x,, xy,. ., 2,2 et z ou bien entre
les (n—1) symboles =z,,a,, ..., z,,. Nous pouvons méme y
supposer dans le cas ou elles renferment z, les indéterminées
uy, ¥y, ..., Upa remplacées par des entiers quelconques, en parti-
culier les faire toutes égales A zéro, sans que nos conclusions cessent
d’étre valables; cela résulte de ce que lorsqu'on pose

2=+ ULyt .- Uy 2Tpg,

les indéterminées u,, u, ..., un_y disparaissent de ces relations ou
elles ne figuraient qu’en apparence.
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Rien ne nous empéche maintenant de raisonner sur le systéme
Hizy, ..., Tns, 2) =0
(i=1,2..,9)
comme on a raisonné sur le systéme d’ou I'on est parti :
F{zyy...,2,) =0

(i =1, 2,..., p)
et ainsi de suile jusqu'a 1'dpuisement des (n—2) symboles
Ly, Tyy ooy Tnog.

On peut enfin observer que si 3z, désigne la combinaison
UpTp 4+ Un_1ZTn_,, dans laquelle u, et u, , sont indéterminés, il est
inutile d'introduire I'indéterminée v,_, lorsqu'on forme la combi-
naison

& = 0T, -+ ... + Un—3Tn_3 -+ VUp_13y ;
on pourra donc conserver les mémes notations pour les indéterminées
et poser simplement
T=UT A Uy Ty g 3y,
c’est-a-dire partir de la considération des relations
H{zy, T3y ..., Tng,2) =0
1=1,2,...,9)
telles qu'on les a obtenues directement.

Il est clair qu’'en continuant ainsi on parviendra certainement a
un systéme de relations renfermant seulement z et incompatibles
lorsque les u demeurent indéterminés, systéme analogue & celui
qui s’est présenté dés le début. On obtient par conséquent une suite
de polynomes Ry(xy, ..., &4, 3), suite qui peut étre compléte ou
non, telle que lorsque les relations données

Fi(xy, T3y .o 2,) =0
=12 .., p)
sont satisfaites, il en est de méme de I'une au moins des relations
Ri(xy, T3, ..., Tni, 3) =0,
quelles que soient les indéterminées u,, u,, ..., u,, la réciproque
étant vraie.
On dit que I'équation

HR.’(z,, vy i, 3) =0
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est la résolvante générale du systéme d'équations donné, et une étude
plus compléte, que nous ne pouvons aborder dans ces legons, mon-
trerait comment sa considération conduit aux propriélés les plus
importantes de ce systéme.

47. Nous voulons nous horner ici a 'étude des systémes pour les-
quelscette résolvante se réduit a un polynome en z: Ra(z, u1, us, ..., u,),
qui, lorsque les u sont indéterminés, est dépourvu de diviseurs
multiples.

Nous établirons plus loin que les relations entre z,,2,, ..., %,
qui constituent un pareil systéme suffisent pour fixer d'un nombre
limité de maniéres distinctes le calcul des symboles =z, zy, ..., Za,
dont aucun ne peut par conséquent étre choisi d'une maniére arbi-
traire dans un ensemble de symboles connus; on reconnait 1 les
systémes a solutions détermindes dont il a été question au début de
ce chapitre. Cela étant admis, on voit immédiatement que tout sys-
téme dont la résolvante peut s’écrire

Ri(zy, X3y oeoy Tpi, 3) =0

devient un systéme & solutions déterminées lorsqu'on fixe d'une
maniére arbitraire =z,,z,,..., z,_; dans 'ensemble des nombres
entiers; il suffit donc de considérer les systémes dont la résolvante
est de la forme

Ra(z, wy, Ugy oeny Uy) =0
pour obtenir tous les systémes & solutions déterminées.

On peut répéter sur le polynome R,z uy,us, ..., v,), dansle
cas ou il n’admet point de diviseurs multiples, tout ce qui a été dit
sur le résolvant dans le cas de deux symboles seulement. 1l est aisé
de voir que ce polynome est homogéne en wu,, us, ..., uy et z et
d’un degré d’homogénéité égal au produit des dimensions maxima
des premiers membres des relations données :

Fi=0 t=1,2..,p)
bien qu'il puisse étre par rapport & z de degré inférieur & ce pro-
duit. :
Le polynome Ra(z, u) est une combinaison linéaire des poly-
nomes F;, etlorsque les a sont des entiers choisis de telle sorte
que le polynome en 3, R,(z,a), ait ses diviseurs distincts, les

TuéoAIE DS KOMBRES 15
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relations du syst¢éme donné sont également des combinaisons
linéaires des relations
R.(Z, a) =0,
2D,Ra(z, a) + Dy Ra(z, @) =0
(t=1,2,...,n),

dont d'ailleurs n seulement sont distinctes.

A un autre point de vue, I'on voit également que toute décompo-
sition du résolvant R, (z, u) conduit & une décomposition du sys-
téme donné, ou en d'autres termes permet une séparation des di-
verses relations entiéres en @, 2y, ..., T» 2a coefficients entiers
qui sont compatibles avec les relations données. On est ainsi con-
duit & la considération de systémes d’équations dont le résolvant
est irréductible, et il est clair que la propriété caractéristique de ces
systémes, donnée dans le cas de deux symboles x et y, subsiste
dans le cas général, autrement dit : Lorsqu'un systéme est irréduc-
tible, toute relation entiére en xy, xy, ..., Tn & coefficients entiers
qui n'est pas incompatible avec les relations du systéme en est une com-
binaison linéaire, et réciproquement, lorsque toute relation entiére en
Ty, Ty, ..., Ty G coefficients entiers compatible avec les équations d'un
systéme a solutions déterminées, en est une combinaison linéaire, cesl-
d-dire une conséquence nécessaire, ce systéme est irréductible.

Enfin il résulte également de 13 que lorsque R, (3, u) est irré-
ductible, R, (3, @) est irréductible ou puissance d'un polynome
irréductible qu'on peut obtenir par de simples combinaisons
linéaires des premiers membres des équations du systéme.




CHAPITRE 1V

LE CALCUL DES ENTIERS ALGEBRIQUES

I. — Formation d'un domaine algébrique.

ire METBODE.

48. Les développements dans lesquels nous sommes entrés au
sujet des systtmes d’équations vonl nous permettre de répondre
.aisément aux diverses queslions qui se sont présentées au moment
ol nous avons défini les nombres algébriques. lls nous suffiront, en
particulier, pour établir que la définition qui a été donnée de ces
symboles ne peut conduire & aucune contradiction et qu'elle suffit
pour déterminer leur calcul (*) d'une maniére unique. On aura ainsi
démontré l'existence logique des nombres algébriques.

Rappelons que nous nous bornons toujours a considérer les nom-
bres algébriques entiers desquels les autres se déduisent en les divi-
sant par des entiers ordinaires. '

Nous commencerons par montrer comment l'on peut définir
d’'une maniére unique et déterminée le calcul des nombres algébri-
ques entiers, dans tout domaine que I'on sait former par des adjonc-
tions successives d'un seul symbole 4 un domaine dans lequel le
calcul est déja connu. Il est superflu d’ajouter que le calcul auguel
nous parviendrons ne présentant jamais de contradiction, nous éta-
blissons ainsi l'existence logique de ceux des entiers algébriques
qui appartiennent au domaine considéré.

(*) Nous entendons toujours par calcul les régles qui permettent de décider si
deux symboles sont ou non distincts et de donner leur somme et leur produit.
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Nous supposons par conséquent que 1'on part du domaine formé
par les nombres entiers ordinaires, domaine dans lequel le calcul
est connu, et désignant par f(x) un polynome irréductible a coeffi-
cients entiers dont le premier coeflicient est 'unité, nous adjoin-
drons a ce domaine un symbole £, assujetti d’une part i se compo-
ser avec les entiers et aussi avec lui-méme suivant deux modes
distincts qui possédent les propriétés fondamentales de 1'addition et
de la multiplication des entiers, et d’autre part a vérifier la relation
f(§) = 0.

On a déja établi que ces hypothéses permettent de construire des
tables d'addition et de multiplication pour les fonctions entiéres de
{ & coeflicients entiers et que tous les symboles distincts qui figu-
rent parmi ces fonctions s'obtiennent el s'obtiennent une seule fois
quand on considére seulement celles d'entre elles dont le degré est
inférieur au degré m du polynome f(z).

On peut donc dire que le calcul dans le domaine [§] est déter-
miné d'une maniére unique, complétement connu, et ne renferme
point de contradiction; d’ou il résulte qu'il est effectivement pos-
sible, au point de vue logique, de définir un symbole & par les
conditions précédentes. C'est de cette possibilité que nous allons, en
derniére analyse, faire dépendre I'existence logique des nombres
algébriques.

Mais revenons & notre objet, qui est de former un domaine algé-
brique par des adjonctions successives d’un seul symbole 2 un
domaine ou le calcul est connu.

Considérons un symbole 5, duquel nous supposerons qu'il posséde,
avec lui-méme et les éléments du domaine [£],les modes de compo-
sition imposés & § et qu'il vérifie en outre la relation irréductible
& cocfficients entiers

g(n) =0,
ou ¢ (y) désigne un polynome irréductible & coefficients entiers dont
le premier coeflicient est I'unité et que 1'on suppose distinct du poly-
nome f(y). Proposons-nous maintenant de définir le calcul des fonc-
tions entiéres de £ et de u, acoefficientsentiers, c'est-a-dire le calcul
dans le domaine algébrique [§,7n) qui résulte de I'adjonction du
symbole n au domaine [£].

Il faudra en premier lieu chercher tous les éléments distincts qui
figurent parmi les fonctions enti¢res de & et de %, & coefficients
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entiers, ce qui revient évidemment a chercher tous ceux de ces élé-
ments qui sont égaux & zéro. On est ainsi conduit & rechercher
toutes les relations entiéres en z et y a coeflicients entiers qui
sont compatibles avec les relations

(D f(x) =0, g(y) = 0;
nous voulons dire par 14 toutes les relations M (z,y) =0 qui
sont telles que le résolvant du systéme

f(-T) = Oi g(y) = 0)
M(x,y) =0
renferme effectivement z (nous conservons les notations du chapitre
précédent). I1 a été en effet établi que dans le cas contraire les

trois relations qui précédent sont contradictoires avec les hypo-
théses faites sur « et sur y.

49. Nous savons que la considération du résolvant du systéme
(I) donne le moyen de former naturellement toutes ces relations ;
nous formerons par conséquent ce résolvant, c'est-a-dire qu'en
supposant

f(z) = 2™ + a,z™ '+ .- +ay,,
9(y) =y by”! 4 by,
nous formerons le résultant des deux polynomes en ux :
(uz)™ + agu(uz)™t + -+ a,u™
et
(z — ur)? + byo(z — ux)?—! + - 4 b 0P,

Ce résultant est un polynome homogéne en z, u et v dont le degré
est mp et qui renferme effectivement z™?; il est bon d'observer
immédiatement que ce polynome est sans diviseurs multiples lorsque
u et v demeurent indéterminés, c'est ce qu'il est facile d'établir.

On sait que si I'on considére les deux polynomes

olz) = (@ +x)(x + 25). . .(T42Zm),

YY) =y +y)y+ys)- ..y +95),
le produit ¢(z,). ¢(z,)..... 4 zn) est symétrique par rapport aux x
et aussi par rapport aux y, d'olt il résulte qu’on peut 'exprimer et
d’une seule maniére 3 P'aide des fonctions symétriques élémentaires
Si, gy ..., Sm des z et des fonctions symétiriques élémentaires
Ty, Ty, ..., T, des y ; nous rappellerons en outre que ce produit est
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composé avec les S et les T de 1a méme maniére que le résultant des
deux polynomes

[(@) = 2™ +ax™ ' 4 4+ a,,

g(x) = x¥+ b+ .- 4 b,
est composé avec les coefficients a et 4 de ces polynomes. Il
résulte de 12 que I'on parvient au résolvant du systéme

f(@) =2"+ a2 '+ 4a, =0,
9(y) =y*+by™" + -+ b, =0,

en remplagant dans le produit des mp facteurs

H(z —+ ux; - vyy),

ou ¢ et k désignent successivement l'un, les entiers 1,9, ..., m,
I'autre, les entiers 4,2, ..., p, d'une part les S par les a et d'autre
part les T parles b.

Considérons ensuite le discriminant du résolvant qu'on vient de
former ; une remarque analogue montre qu'on peut obtenir ce dis-
criminant en remplagant respeclivement dans le produit de
mp(mp — 1) facteurs

It — ) + oy —ya)
les fonctions symétriques élémentaires
Sy Sgy vy S et Ty, Ty, .., Ty

par a, @y, ..., an et by, b, ..., b,. Il est dds lors facile de don-
ner I'expression d'un terme quelconque de ce discriminant; nous
observerons que le discriminant est homogeéne en u et v et de degré
mp(mp—1) et nous choisirons celui de ses termes qui renferme u
3 la plus haute puissance. On reconnait immédiatement que ce
terme est

wmm—p* ypp—tim AP g™

en désignant par A, le discriminant du polynome f(x) et par A
celui du polynome g¢(y), et I'on peut conclure de 1a que le discrimi-
nant du résolvant ne peut étre nul, quels que soient u et v, que dans le
cas ot Pun des polynomes f(x) et g(y) a des diviseurs multiples, ce qui
démontre la propriété annoncée.

Nous n’avons donc & examiner que deux cas distincts suivant que
le résolvant Rz, u, v) estou non irréductible.
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Envisageons d’abord le premier d'entre eux, c'est-a-dire suppo-
sons le résolvant irréductible ; nous savons qu'alors toute relation
enliére en x el y, & coeflicients entiers, M(r, y)=0, qui est com-
patible avec les relations données, en est unc conséquence nécessaire
et méme une combinaison linéaire. Désignons par aetd deux
entiers tels que le polynome Rz, a, b) n'ail point de facteurs
multiples; nous savons également que le polynome Rf(z, a, b) est
irréductible et que les relations

R(z, a, b) = 0,
(I zD,R(z, a, b)+ D,R(z, a, b) = 0,
yD.R(z, a, b) + D,R(3, a, b) =0

peuvent remplacer complétement les relations données. Enfin, si I'on
observe que lorsque £ et y vérifient les relations

fl=0, g(x)=0,

le symbole §=at+ by vérifie la relation

' R(Z, a, 6) =0,
on voit que I'introduction dans le calcul des symboles & et 4 équi-
vaut 4 l'introduction du symbole unique §, qui est également un
nombre algébrique entier el qui est défini par la relation irréduc-
tible

R(%, a, b) =0.

Il est en effet inutile de rappeler que les relations (II) donnent
dans ce cas I'expression de £ et 7 comme fonctions entié¢res de ¢ a
coefficients entiers.

Le domaine algébrique [£, n] est donc identique au domaine (%)
et dans ce dernier domaine le calcul est défini, d'une maniére
unique et déterminée, par les hypothéses faites sur §.

50. Examinons maintenant ce qui se passe lorsque le résolvant
R(z, u, v) n'est pas irréductible ; nous conviendrons de désigner par
P(z, u, v) I'un quelconque de ses diviseurs irréductibles. Les relations
entiéres en x et y & coefficients entiers qui sont compatibles avec
les deux relations

@ flz) =0, 9ly) =0
sont, ou bien des conséquences nécessaires de ces relations, ou bien
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des conséquences nécessaires des relations de 1'un des systémes
P(z,a, ) =0,

D,P(z, a, b) + D,P(z, a, b) = 0,

yD,P(z, a, b) + DyP(3, a, b) = 0,
dans lesquelles a et b sont des entiers choisis de telle sorte que le
polynome R(z, a, b) soit sans diviseurs multiples. Ces derniéres re-
lations forment d'ailleurs, lorsqu’on y regarde z comme représen-
tant 1a combinaison ar + by, I'un quelconque des systémes irré-
ductibles en lesquels le systéme (I) peut étre décomposé.

1l résuite de 1a que le calcul des fonctions entidres de ¢ et v &
coeflicients entiers n'est pas complétement déterminé par les hypo-
théses [aites sur ces symboles, puisqu'on parvient & des conclusions
différentes suivant qu'on admet que les relations de I'un ou del'autre
des systémes irréductibles qu’on vient de former sont vérifiées par
ces symboles. Mais on peut ajouter immédiatement que si I'on
assujettit des symboles £ et n & se composer entre eux et avec les
entiers suivant les deux modes exigés et & vérifier les relations

P, a, b) =0,
¢D(P(%, a, b) + D.,P(L. a, ) =0,
nD;P(C, a, b)+DbP(C, a, b) =0 >

ol  désigne I'expression aé-+ by, et qui comme on le sait se ré-
duisent A deux relations distinctes seulement, ces conditions définis-
sent d'une manidre unique le calcul des symboles £ et 4.

Le calcul ainsi défini est identique & celui du seul symbole { as-
sujetti & posséder avec les entiers et avec lui-méme les mémes modes
de composition et  vérifier 1a relation irréductible P(, a, 6) = 0.
Enfin les symboles § et n déterminés par les relations précédentes
vérifient les relations f(§) = 0, g(n) = 0, quel que soit Ie facteur
irréductible du résolvant désigné par P(z, u, v).

On reconnaft ainsi qu'il existe différents couples d'entiers algébri-
ques (§, m) qui satisfont aux deux relations

f& =0, gla) =0 :
et que le calcul des fonctions entiéres a coefficients entiers de § et de
n n'est pas le méme pour tous ces couples.

Nous sommes donc amenés & préciser, en partant d'un symbole §
assujetti a vérifier la relation f(§) =0, celui'des symboles 7 qui
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peuvent vérifier la relation g¢(n) =0, que I'on veut adjoindre au
domaine [£]. Nous venons de montrer qu'il suffit pour cela de donner
le facteur irréductible P(z, a, ) du résolvant qui doit s'annuler
quand on y remplace z par la combinaison af—+b6n. Cette opéra-
tion étant faite, le calcul des entiers algébriques £ et n est déterminé
d’une maniére unique; et nous avons établi qu'il est identique au

calcul d'un seul symbole § — symbole qui est également un entier
algébrique puisque { = at+-bn — assujetti & vérifier la relation
irréductible

P(Cl a, b) =5 0.

11 convient d'observer ici qu'on pouvait prévoir les résultats que
nous venons d’obtenir. 11 est évident en effet que pour étre assuré de
ne rencontrer dans le calcul des symboles § et n aucune ambiguits,
il est nécessaire et suffisant d’'imposer & ces symboles des conditions
telles que toutes les relations compatibles avec ces conditions en
soient des conséquences nécessaires. Les relations par lesquelles nous
définissons le calcul de § et de n et par suite ces symboles euz-mémes,
en tant qu'ils nous sont accessibles, doivent par conséquent former
un systéme irréductible. Nous venons de voir comment il faut les
choisir pour qu'il en soit ainsi.

En résumé, 'analyse précédente nous permet de remplacer dans
tous les cas I'adjonction i I'ensemble des nombres entiers de deux
entiers algébriques bien définis — et nous savons ce qu'il faut en-
tendre par 12 — par celle d'un seul entier algébrique que I'on sait
également définir d’'une maniére précise.

Nous pouvons donc conclure de 12 une maniére de définir le cal-
cul dans tout domaine [£, 9, ¢, ..... ] formé par des entiers
algébriques qui vérifient les relalions irréductibles 4 coeflicients
entiers

fi§)=o, gn)=0, K =0, ...
A condition de préciser si cela est nécessaire, comme on a appris a le
faire, la définition du symbole que I'on veut adjoindre 2 un domaine
dans lequel le calcul est déterminé d’'une maniére unique. Il est
inutile d’ajouter que le calcul ainsi défini ne renfermera aucune
coniradiction puisqu’il est identique au calcul dans un domaine
algébrique [a], ou I'entier algébrique « est défini par une seule re-
lation irréductible a coefficients entiers,
R(z) =0,
que nous avons appris & former.
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54. Revenons aux relations
f€) =0, g(n) =0,
P(%, a, b) = 0,

ol { représente la combinaison af—+ by, quinous ont permis de
définir d'une maniére unique le calcul de deux symboles §et n qui
satisfont aux relations

f& =0, g(n)=0.

I est possible de substituer & ces relations (I) un autre systéme
plus simple & certains points de vue, anuquel nous allons parvenir
en traitant I'une des questions posées dans un chapitre antérieur
relativement au probléme dont nous venons de nous occuper; nous
voulons parler de la recherche de la réductibilité dans le domaine [£),
dont nous rappelons ici 'objet :

On suppose que l'on ajoute & I'ensemble des nombres entiers un
nombre algébrique entier £, qui vérifie la relation irréductible
d'ordre m: f(§)=0; on demande de fixer ensuite le caractére de
toute équation irréductible a coefficients entiers g(y)=0, au
point de vue de la décomposition de son premier membre dans le
domaine algébrique [£].

Formons pour cela le résolvant R(z, u, ») du systéme

(I

(l) f(z) =0,
9ly) =0,

et décomposons ce résolvant en ses facteurs irréductibles
Pz, u, v),

que nous supposerons en nombre égal & k. On a établi que ces
facteurs sont essentiellement distincts et que le systéme (I) se
décompose en h systémes définis soit par une des identités en

uetv:
P{ux + vy, u, v) =0

(i=1,2,..,h),

Pz, a, b) = 0,
aD,P{z, a, b) + D,P{(z, a, b) =0,
yD,Pi(z, a, b)+ D,Pi(z, a, b) = 0,

soit enfin par les relations
Pz, a, b) = 0,

f(z)=0, gly)=0.

soit par les relations
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Considérons maintenant les deux polynomes en y, P,(az+by, a, b)
et g(y) ; nous pouvons exécuter sur ces polynomes les opérations
qui conduisent au plus grand commun diviscur et, si nous désignons
par F(z) le dernier reste, il suffit d'observer que la relation

Flz)=0

est compatible avec la relation flxr) =0 pour en conclure que
F(z) est divisible par f{z). On est ainsi conduit & trois identités de
la forme

Pi(ax + by, a, b) = ad(z, y)+ Afl2),

9(y) = Bidi(z, y) + Bif(2),
d{z, y) = MPax + by, a, b) + pg(y)+vif(z),

ou I'on désigne par a;, B, A;, B, A;, 1, v; des polynomes entiers en
z et y & coefficients entiers. Nous dirons que le polynome di(z, y),
qui est le dernier diviseur employé, est le plus grand commun divi-
seur de Pfax + by, a,b) et de g(y) suivant le module f(x), et nous
entendons par 1 uniquement qu'on regarde comme nuls les mul-
tiples de f(z).

Considérons les identités en x et y qu'on vient d'écrire ; on en
déduit immédiatement, en tenant compte des propriétés du résol-
vant :

[Tétz, v) = Mz, y).9(5) + Niz, y).fiz)
et 9(y) = mlz, y).l-_[d-'(r. y)+n(z, y).fl2),

en désignant par M, N, m, n des polynomes entiers & coefficients
entiers ; d’ol 'on peut conclure en négligeant les multiples de f(z),
c'est-a-dire en remplagant = par unnombre algébrique § qui vérifie
la relation f{§) = 0,

MG, y).m(§, y) = 1.

11 suffit alors d’observer que dans le domaine [§] toutes les fonc-
tions entiéres & coefficients entiers de ¢ dont le degré est inférieur
au degré du polynome f{z), sont des symboles distincts dont un seul
est nul, pour conclure de 12 les identités en y :

M y) =1 et m(t, y) =1.
On a donc l'identité en z et en y :

9ty) =[Jddz, y) +nlz, y). =),
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d’ou il résulte que nous savons former une décomposition du poly-
nome ¢(y) dans le domaine d'intégrité [£], défini par la relation
f(¢&) =o0.

Nous ajouterons que la maniére dont nous avons obtenu les po-
lynomes dz, y) montre que les relations

d(t, y) =0 et dift,y) =0

sont incompatibles, c'est-a-dire que les divers polynomes d{z, y)
sont différents. 1l est clair en oulre qu’il n’existe aucune décompo-
sition de la forme
dift, y) = di}, y).d'¢, y),

d; et di désignant des polynomes & coefficients entiers, sans quoi
le systéme

flz) =0, di{z,y) =0
ne serait pas irréductible.

11 est donc légitime de dire que la décomposition donnée du poly-
nome g(y) dans le domaine & est une décomposition en facteurs irré-
ductibles.

Nous ferons enfin remarquer que cetle décomposition est unique.

Si nous avons en effet I'identité

9(y) = [Texz, y) + pla, y).fla),
on en conclut que la relation ey z,y) =0, ol I'on peut supposer
que z figure 3 un degré inférieur a celui de f(z), est compalible
avec les relations fiz) =0 et g(y) = 0, d'ouil résulte qu'elle
est une conséquence nécessaire des relations de I'un des systémes
dfz, y) = 0,
fiz)=0
et une combinaison linéaire de ces relations. Admettons en outre
qu’'elle soit irréductible, c'est-4-dire qu'il n'existe aucune identitéde
la forme
ez, y) = eiz, y).ei=, y) + 92, ¥).f(2) ;
nous pourrons en conclure que le systéme
fix) =0,
ez, y) =0
est irréductible, et par conséquent que d(z, y) est également une
combinaison linéaire des relations de ce systéme.
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Le raisonnement employé tout & I'heure montre alors qu'on a

nécessairement

ex(z, y) = di(x, Y)s
d’'ou résulte I'existence d'une seule décomposition de g(y) en fac-
teurs irréductibles dans le domaine [£].

L'analyse précédente permettrait de remplacer 1'adjonction au do-
maine [¢] d’un entier algébrique n vérifiant la relation g;q) = 0
par celle d'un entier algébrique vérifiant une des relations

di(E: ) = 09

et ’on serait alors assuré, quand le degré de d;(, ») par rapport a
n surpasse l'unité, de la nécessité d’introduire le symbole v, alors
qu'il peut arriver en procédant comme on I'a fait plus haut que le
domaine [£, n] se réduise effectivement au domaine [§] ; mais il
est préférable de raisonner symétriquement sur les symboles § et 7
et de rapporter toujours leur définition a 'ensemble des nombres
entiers.

Le probléme que nous venons de traiter a néanmoins une grande
importance dans d'autres théories, telles que celle de la divisibilitg
des entiers algébriques dans le domaine [£] ; comme nous n'avons
pas l'intention de parler ici de cette question, nous renverrons le
lecteur aux beaux travaux de Kronecker et de M. Dedekind sur ce
sujet.

Ajoutons cependant que les deux relations

f(x) =0, di{z,y) =0
peuvent remplacer les trois relations
Pi{az + by, a, b) = 0,
f(z) =0, 9(y) =0,

par lesquelles nous avons défini le calcul des symboles £ et #, et
que ces deux systémes sont liés de telle sorle que toute relation de
I'un d’eux est une combinaison linéaire des relations de I'autre. Ces
deux relations constituent la forme particuliére des équations de
définition de § et de » que nous avions annoncée plus haut.

II. — 2* MétnooE : Résolvante de Galois.

52. 11 a été établi dans les pages qui précédent que le calcul dans
un domaine algébrique est déterminé d'une maniére unique et com-
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plétement connu, lorsqu'on sait conslituer ce domaine par des ad-
jonctions successives d'un seul symbole & un domaine dans lequel
le calcul est déja connu. Il ne se présente d’ailleurs dans ce calcul
aucune contradiction.

Nous allons montrer qu'il en est de méme dans le cas ou l'on
ajoute simultanément, a un domaine dans lequel le calcul est déja
connu, tous les symboles distincts qui possédent les modes de composi-
tion que nous avons imposés aux entiers algébriques el qui vérifient en
outre la relation

Alz) =0,
ou I'on désigne par f(x) le polynome irréductible a coefficients en-
tiers
2 —p " .

Nous avons déja établi qu'il ne peut exister plus de n symboles
distincts &, &, ..., & possédant ces propriétés et que ces symboles,
mis respectivement a la place de z,, x, ..., x», devront nécessaire-
ment vérifier les relations

Sl=ph Sl=ph e Sn=pm
ol l'on a désigné par §,, S, ..., S, les fonctions symétriques élé-
mentaires des z.

On sait enfin que, réciproquement, lorsque ces derniéres relations
sont vérifiées, les symboles x,, z;, ... . z, vérifient tous la rela-

tion
fle) =0
et sont, @ l'ordre prés, identiques aux symboles &, &, ..., .

11 reste donc & établir que les relations

(A) Sy = py, S: = pa, veey S, = Pn
ne sont pas incompatibles et & montrer qu'elles suffisent pour dé-
terminer le calcul des symboles z,, @y, ..., z,.

Nous observerons d’abord que si le systéme (A) posséde des so-
lutions, ces solutions sont déterminées, car tout élément z; de 1'une
d'entre elles devant vérifier la relation f{z,) =0 ne peut étre
choisi d'une fagon arbitraire dans un ensemble de symboles connus,
parmi les nombres entiers par exemple.

Cela étanl acquis, la symétrie des équations (A) nous montre que
lorsque les égalités

1‘1=Eh $:=Eg, ey .t,,=§,,
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définissent une solution de ces équations, il en sera de méme des
égalités ‘

Ty = Ern Xy = Ef.p ey Z, = E,-,
ou l'on a désigné par ry, 7, ..., r, les entiers 1,2,..., n,
pris dans un mode arbitraire de succession.

La suite ry, 7, ..., r, est dite former une permutation des en-
tiers 1, 2,..., n, etil est facile d’élablir qu'il existe un nombre
de permutations distinctes, c'est-a-dire différant au moins par les
places occupées par deux entiers, égal au produit 4.2..... n, .
produit qu'on écrit simplement n!.

Nous concluons de la que lorsque le systéme (A) admet une so-
lution, il en admet certainement n!; sa résolvante générale est
donc au moins de degré n !, et il suffit d’observer que d'autre part
le degré de cette résolvante ne peut dépasser le produit des dimen-
sions maxima des premiers membres des relations (A) pour en con-
clure qu'il est précisément égal a n!.

Considérons maintenant le produit

H(z — UgTy, — Uy, — o — Uy )
étendu a toutes les permutations ry, 7y, ..., r, des entiers
1, 2,..., n; il est clair que ce produit est une fonction symé-
trique des z, car ses facteurs ne font que s'échanger lorsqu'on
échange x; et z;. Nous savons donc I'exprimer et cela d'une ma-
niére seulement 4 'aide des expressions S,, Sy, ..., S,:
H(z — Uy — UpTy — o — u"x,") = F(z, Sy, Sy, -, Sp).
Envisageons alors I'identité bien connue de Taylor :
F(z, Sy, 8, ..., S,) = F(z, ps, P2, o0y Pn)
+ (8 — p)Dy F(3, piy Pay ey pu) + 00

elle nous montre, lorsqu’'on y remplace z par 'expression

W2y + Uy + 00— Uy,
auquel cas on a identiquement par rapport aux z :

F(z, Sy, Sy ...y S,) =0,
que la relation F(z, p1y P2y o0y ) = 0
est une conséquence nécessaire des relations

(A) Sy = p, Sy = ps, ciey Sa=p,
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et une combinaison linéaire de ces relations. Nous pouvons donc
afirmer que celte relation

Fz, pi.pay ..., pn) =0
est la résolvante générale du systéme (A), et nous établissons ainsi

que cette résolvante renferme effectivement z, c'est-a-dire que les
relations (A) ne sont jamais incompatibles.

53. 1l est facile de montrer que la résolvante

F(z, pu Py - os pa) =0
n’a pas de diviseurs multiples, lorsque les u sont indélerminés. Consi-
dérant pour cela le polynome

F(z, S Sa, -, S = [J6 —ua— we,— - —uz,)

et rappelant que le discriminant de ce polynome est le produit

H[“I(“",— x,‘) -+ u,(.z-,..— a:.,) + =+ (T, — x..)]

étendu aux n!(n! —1) combinaisons deux 4 deux des n! expres-
sions
Uy Ty = UsTy 4 o0 = Upy

nous formerons dans ce discriminant, qui est homogéne en
Uy, s, ..., U, le coeflicient d'un terme que nous définissons
de la maniére suivante : prenons parmi tous les termes du discri-
minant tous ceux qui contiennent u; a l'ordre le plus élevé ou il
figure dans ce discriminant, puis parmi ceux-la tous ceux qui renfer-
ment u, & 'ordre le plus élevé, et ainsi de suite.

Il est clair que I'on parvient ainsi & un terme bien délerminé et
qui ne peut étre obtenu dans le produit précédent que d’une scule
maniére ; le coefficient de ce terme est donc un produit de diflé-
rences (r;—x;), ctla syméirie du polynome exige que chacune
de ces différences y figure le méme nombre de fois. On conclut de
la que le coeflicient du terme considéré est une puissance du discri-
minant du produit

(= &)@ — Z3).0. (T — 20),
c'est-a-dire du polynome
" — Sz 4+ St — - 8,
Il suffit maintenant d'observer que I'on passe de

F(:, Sh Sg, ceey Sn)
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au résolvant F(z, py, s, ..., ps) en remplagant simplement §;
par pi, pour conclure de la que le coefficient du terme considéré
dans le discriminant du résolvant est une puissance du discri-
minant A, du polynome f(z).

On peut donc dire que si le polynome f(x) est sans diviseurs multi-
ples, le discriminant du polynome F(z, pj, py,-.., Pa)y, qui est
homogene en %, %3, ..., u4,, ne sera pas identiquement nul et
par suite que ce polynome sera aussi sans diviseurs multiples,
lorsque les u sont indéterminés.

54. Ces résultats étant acquis, rien n'est plus facile que de définir

des symboles distincts &, &, ..., & qui vérifient la relation
ﬂ.’l.‘) =
et de montrer comment on déterminera le calcul de leurs fonctions
entiéres. Désignons a cet effet par R(z, u) le résolvant
F(z, ps, pay .. Pn)
considéré comme fonction des z et des u, et par G(z, u) I'un de
ses diviseurs irréductibles lorsque les u demeurent indéterminés ;
nous savons que si les entiers ay, a;, ..., an sont choisis de telle
sorte que le polynome R(z, a) n'ait point de diviseurs mulliples, le
polynome G(z, a) sera irréductible. 11 suffira donc d’ajouter & 1'en-
semble des nombres entiers un symbole { assujetti a posséder les
modes de composition imposés aux § et 4 vérifier 1a relation
G(:, a) = 01
pour obtenir a I'aide des relations
§D(G(,a) + DuG(E, a) = 0
(i=1,2 .. n
I'expression explicite de n symboles &, &, ..., & qui possédent
les modes de composition exigés et vérifient les relations (A). Ces
symboles sont nécessairement dislincts, car ils vérifient I'identité
f@)=(z— bY@ —b)...(z — §,)

et nous savons que le discriminant de f(z), qui est alors identique
au produijt H( £ — &), estdifférent de zéro.

Si I'on observe d’autre part que I'on a

= a4+ asks + - +a,.€,..
ainsi qu'il résulte de I'homogénéité du polynome Gz, ay, ay, ..., an)-

THEORIE DES NOMBRES 16
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on en conclut que le domaine algébrique [&,, &, ..., ta] est identique
au domaine constitué par le seul entier algébrique §, c'est-a-dire au
domaine [{j. Il résulle de la que dans ce domaine (&, &, ..., &,
le calcul est déterminé d'une maniére unique, complétement
connu et qu’il ne renferme point de contradiction.

55. 11 convient de répondre immédiatement & une question que
suggérent les remarques précédentes: Lorsque le résolvant Riz,u)
est irréductible, il n'existe qu'une seule maniére de définir {, car
la relation R(z, a) = 0, conséquence nécessaire des relations (A),
est irréductible; le calcul des entiers &, &, ..., £ est donc déter-
miné d’'une maniére unique par la définition que nous avons donnée
de ces entiers, et la méthode que nous employons pour les définir a
I'aide de { est nécessaire. Qu'arrive-t-il lorsque ce résolvant ad-
mettant des diviseurs Gz, u), nécessairement distincts, le pro-
cédé que nous venons d’indiquer conduit & des définitions distinctes
du symbole §, suivant que I'on part de I'un ou de I'autre des divi-
seurs irréductibles du résolvant ?

Nous observerons d’abord que la relation R(z, a) = 0, qui est
une conséquence nécessaire des relations (A), entraine nécessaire-
ment I'une des relations Gz, a) =0 et que cette derniére exclut
toutes les autres relations de cette forme. Si I'on ajoute que les
équations

R(z,a) =0,
zD,R(z, a)+ Dy R(z, @) = 0
(it=12 ...,n

forment un syst¢me équivalent aux relations (A), il sera clair qu'on
ne peut déduire des relations (A) aucune raison pour égaler a zéro
I'un des facteurs irréduclibles de R(z, a) de préférence & un au-
tre. I1 est donc nécessaire d’'égaler & zéro I'un de ces facteurs choisi
d’une maniére arbitraire, el la relation ainsi oblenue compatible
avec les relations (A) n'est pas une combinaison linéaire de ces re-
lations.

Supposons qu'on ait défini { par la relation G(§, a) =0; nous
pouvons prévoir aisément le changement produit lorsqu'on rem-
place § par le symbole g, défini par la relation

Gyl&, @) = 0.
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Nous savons en effet que si ’'on a
§DG(Z, a) + D, G(¢, @) =0

(i=1,2,...,n),
toutes les solutions du systéme (A) sont obtenues et obtenues une
seule fois en écrivant

Xy = Er’. Xy = E,’, . ey X, = E,._,
ou I'on désigne par ry, ry, ..., v, l'une quelconque des n! permu-
tations des entiers 1, 2, ..., n. Si l'on considére par conséquent
les symboles =, 35 ,..., 1» définis par les relations
ﬂiDcka(’;ky a) T" Dain(Ch a) = 0

(i=1,2,...,n),
ces symboles sont simplement les enticrs algébriques £, &, ..., &
rangés dans autre ordre. Supposons par exemple =; =&, la suite
ki, kyy ..., kn désignant une certaine permutation des entiers 1,
2, ..., n; la substitutionde Gz, a) & G(z, a) équivaut unique-
ment 2 appeler § l'entier algébrique désigné par &, dans la pre-
miére hypothése.

Fixer le facteur irréductible de R(z, a), c’est donc préciser
dans une certaine mesure la notation des entiers algébriques £,
&, ...y En, d'ou il résulte qu'il est légitime de dire que les relations
(A) permettent dans tous les cas de définir d'une maniére unique le
calcul de symboles &, &, ..., é qui vérifient ces relations ou bien

I'identité en x
flz)=(x — &)@ —t)...(x —§,).

56. L'équation irréductible G(z,a)=0 dont § est par défini-
tion 'une des racines, a été considérée en premier lieu par Galois
qui en a fait le fondement de sa théorie des équations; nous I'appel-
lerons suivant I'usage, résolvante de Galois de I'équation f(x) = 0.
Signalons-en ici une propriété importante, sur laquelle nous revien-
drons d’ailleurs plus tard : tous les entiers algébriques qui vérifient la
relation G(z, a) = 0 sont des fonctions entires a coefficients enliers
. d’un quelconque d’entre eux.

Nous venons de voir en effet que si 'on désigne par ¢ I'un de ces
entiers algébriques, les relations

&DyG(%, @)+ D,G(%, a) = 0
(t=1,2, ..,n)
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donnent I'expression des § comme fonctions entiéres & coefficients
entiers de §. SiI'on observe que toutes les solutions de la résol-
vante générale R(z, a) =0 s’obticnnent en écrivant

- 3 = ak, +ak, + - +ak

Ty, T3, ..., o désignant une permutation quelconque des entiers
1,2, ..., n, ainsi qu'il résulte de la fagon dont nous avons obtenu
celte résolvante ou encore de la symétrie des relations (A), on en
conclut que tous les entiers algébriques qui vérifient la relation
R(z, a) =0 sont des fonclions entiéres @ coefficienls entiers de ¥, ce
qui comprend en particulier la propriété annoncée de I'équation
G(z, a) = 0.

Il importe également d’attirer I'attention sur une conséquence
immédiate de I'analyse précédente. Appelons équation normale
toute équation irréductible a coefficients entiers qui posséde la
propriété qu'on vient d'établir pour la résolvante de Galois,
autrement dit toute équation telle que tous les entiers algébri-
ques qui la vérifient soient des fonctions entiéres & coefficients en-
tiers de I'un d'entre cux; appelons également entier algébrique
normal tout entier algébrique qui vérifie une équation normale ; on
pourra énoncer la proposition suivante :

Tout entier algébrique est fonction entiére d coefficients entiers d’'un
entier algébrique normal; d’'oui I'on conclut qu'on devra chercher parmi
les entiers algébrigues normaux, les symboles-types qu'il est nécessaire
d'introduire dans le calcul pour que toute équation irréductible a coef-
ficients entiers ail un nombre de racines distinctes égal a son degré.

57. Revenons maintenant au sujet de nos recherches, qui consiste
a définir le calcul des entiers algébriques dans tout domaine que
I'on peut constituer en ajoutant simultanément & un domaine dans
lequel le calcul est déja connu, tous les entiers algébriques qui vé-
rifient une méme équation irréductible a coefficients entiers.

Nous avons montré comment peut se faire la premiére adjonc-
tion, I'équation dont on adjoint les racines étant f(z) =0, et
nous avons 6établi par 14 la possibilité de définir logiquement n
racines de cette équation. Considérons le domaine [{] ainsi obtenu
et proposons-nous d'adjoindre & ce domaine les p racines de 1'é-
quation irréductible de degré p & coefficients entiers : g (y) =0.
Nous savons quecette opération équivauli I’adjonction au domaine



CALCUL DES ENTIERS ALGEBRIQUES 243

d'un seul entier algébrique 0, défini par une relation irréductible &
coefficients entiers :

H(9, 6) =0,
que nous avons d'ailleurs appris & former. On est donc amené a
définir le calcul dans le domaine algébrique [, 6], les symboles
{ et 6 étant assujettis A vérifier les relations irréductibles a coeffi-
cients entiers

G(%, a) = 0,

H(e, 6) = 0.

C'est 12 un probléme que nous avons résolu au début de ce cha-
pitre. On y a établi que le domaine [§, 6] est identique & un domaine
[¢] formé par I'adjonction d'un seul entier algébrique ¢, défini par
une équation irréductible a coefficients entiers que I'on sait former,
entier algébrique qui est d'ailleurs de la forme u -+ v, u,ety,
étant deux entiers ordinaires ; d’ou il résulte que le calcul est déter-
miné dans ce domaine et ne renferme point de contradiction.

11 convient d'observer en passant que lorsque le résolvant du

systéme
G(z, a) =0,

H(¢, 6)=0
est irréductible, on est amené & préciser la racine de la seconde
équation que I'on désignera par 6 et qu'on adjoint au domaine [{),
c'est-a-dire & préciser encore la définition de chacun des entiers
algébriques n4, 7, ..., 7, qui vérifient la relation g¢g(y) =0, en
tenant compte de la maniére dont ils se comportent vis-a-vis d’une
racine { de G(z, a) = 0.

Nous ferons également sur I'entier algébrique % que nous venons
de considérer une remarque importante. Il résulte de la propriété
des résolvantes de Galois signalée tout 4 I'heure, que sil'on a

G§, a)=0,
- H(8, ) = 0,
on peut également écrire les identitésen z et en ¢ :

6(z, a) = [ iz — 2],
He, &) = [t — wio),

en désignant respectivement par (%) et pi(6) des polynomes en-
tiers A coeflicients entiers en § et en 0, tels que I'on ait
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M(E) =g, wm(0) =9,

et qui représentent tous les nombres algébriques entiers qui véri-
fient les deux relations

G(z, a) =0,

H(¢, b) = 0.

On conclut de 14 que le résolvant du systéme formé par ces deux

relations est décomposable en facteurs linéaires de la forme

uz + vt — ul(§) — vp(6),
et par conséquent que si { et 6 sont des fonctions entiéres A coefli-
cients entiers de I'entier algébrique ¢, défini par la relation
© =u L+ 1,9,

toutes les autres racines de l'équation résolvante qui sont les ex-
pressions u Ai{{)+ vx(8) sont également des fonctions entiéres
a coefficients entiers de ¢. L'entier algébrique ¢ est par conséquent un
entier algébrique normal, et la méthode que nous employons pour
définir le calcul dans un domaine que I'on sait former en ajoutant
simultanément, 3 un domaine formé de méme, tous les entiers
algébriques qui vérifient une méme équation irréductible a coefli-
cients entiers, ne conduit & ajouter & I'ensemble des entiers ordi-
naires que des entiers algébriques normaux.

Tout domaine de cette nature s'obtient donc en ajoutant a U'ensemble
des nombres entiers, un seul entier algébrique normal convenablement
choisi, d’ott il résulte que le calcul y est défini d'une maniére uni-
que et ne renferme aucune contradiction.

58. Il convient de faire immédiatement, sur ce calcul, quelques
observations importantes qu'on développera plus loin d'une maniére
compléte.

Considérons le domaine (&, &, ..., §s) formé par les entiers
algébriques &, &, ..., &2 que nous avons définis par les relations
G(t, a) = 0,

§D;G(%, a)+ D.G(%, a) = 0
(i=1,2,..,n);
nous savons que si I'on désigne par a le degré du polynome Gz, a),
les polynomes & coeflicients entiers de degré inférieur A «
ME) =g, A(8), ey Aq(%)
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représentent tous les entiers algébriques qui vérifient la relation
G(z, a) = 0; proposons-nous de rechercher quel est 1'effet de la
substitution 4 ¥ d'une autre racine L= A({) de la résolvante de
Galois sur la définition des symboles &, &, ..., §x et surle cal-
cul de leurs fonctions entiéres & coeflicients entiers.

On sait a priori que les entiers algébriques &, &, ..., ¥ définis
par les relations

&D¢, G(%, a) + DaG(&x, @) =0
(i=1,92 ..,n

sont simplement les entiers algébriques §,, &, ..., §» rangés dans
un ordre convenable, si I'on a par exemple
& =&,

en désignant par &, k, ..., k» une permutation déterminée des
entiers 1, 2, ..., n, la substitution de % & { équivaut & appeler
& I'entier algébrique appelé £, dans la premi¢re hypothése (*). En
d’autres termes, aux diversesracines §{ = ¢, &, .. , %, delarésol-
vante de Galois correspondent diverses permutations des éléments
£, %, ..., & qu'on peut désigner par P, P,, .., P, etlasub-
stitution de & a { remplace les éléments de P, par les éléments de
méme rang dans P,.

Nous observerons également que le calcul des fonctions entiéres
a coefficients entiers de &, &, .. , &, qui est déterminé d'une
maniére unique par la définition qu'on a donnée de ces symboles &
I'aide de g, est nécessairement identique au calcul des fonctions
entiéres des symboles &, &, ..., . qui sont définis de la méme
maniére 4 I'aide de {x. Cela résulte immédiatement de ce que tou-
tes les relations entiéres i coefficients entiers en { restent vraies
pour &, ou encore de ce que les deux calculs dont on vient de par-
ler se déduisent uniquement des relations identiques

G(g, a) =0,
G(%, a)=0.

(*) 11 est bien évident qu'on ne peut avoir pour toute valeur de & Ei =&k,
puisque £ et {x sont distincts et liés aux § par les relations
= aki+ -+ ads, Bk = @Bk, + 0 + by,
la substitution de Zx & & produit donc véritablement un changement dans la défl-
nition des .
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On conclut de 14 que si 'on considére par exemple une relation

entiére a coeflicients entiers
F(Eh E!’ LR} an) = Oo
elle reste vraie lorsqu’on y remplace respectivement £, &, ..., &
par En. &, ..., &. et cela quel que soit k. Il existe donc dans le
calcul des fonctions entiéres de &, &,, ..., §x une certaine symétrie dé-
[finie par les permutations
P, Py, ..., Pg,

symétrie que nous nous bornons i reconnaitre ici et que nous étu-
dierons de plus prés dans la suite.

59. Nous avons étudié dans les pages qui précédent la constito-
tion des domaines algébriques par des adjonctions successives de
I'une des racines d'une équation irréductible & coefficients entiers
ou de toutes les racines d'une équation de cette nature. Il est facile
de montrer que tous les domaines algébriques s’obtiennent néces-
sairement par I'un ou 'autre de ces procédés.

Considérons en effet un systéme irréductible quelconque de rela-
tions entiéres & coefficients entiers entre des symboles

Ty Lgy ooy Tn;
nous désignerons par R(z, u) sa résolvante générale que I'on sup-
posera renfermer z, le coefficient de la plus haute puissance de z
étant 'unité.

Nous savons qu’'alors on peut substituer au systéme donné les
relations

R(z, u) = 0,
zD,R(z, u)+ D, R(z, u) = 0
(t=1,2,..., n),
ol z désigne la combinaison
Uy Ty + Uy + ... + UnTn.

11 résulte de 1A que si les a sont choisis de telle sorte que le po-
lynome R(z, a) n'ait point de diviseurs multiples, le systdme consi-
déré aura autant de solutions dans un domaine quelconque que
I’équation R(z, a) =0 y a de racines.

En particulier, si I'on ajoute & 'ensemble des entiers un des en-
tiers algébriques qui vérifient la relation irréductible

R(CQ a) e 0’
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le systéme donné sera vérifié par les entiers algébriques

Ea, E:,..., En

définis par les relations
&DR(S, a)+ D, R(5, a) = 0
(t=1,9 ..., n).

On pourra donc exprimer d'une maniére explicite les éléments de
toutes les solutions du systdme en introduisant dans le calcul
toutes les racines de 'équation irréductible & coefficients entiers

R(z, a) =0,
et le nombre de ces solutions distinctes est précisément le degré de
cette résolvante générale.

Il convient enfin d’observer que le domaine algébrique défini par
les éléments de toutes ces solutions est simplement le domaine
formé en ajoutant aux entiers I'une des racines de la résolvante de
Galois de l'équation R(z, a) = 0; c'est donc un domaine algé-
brique normal, c'est-a-dire un domaine constitué par l'adjonction
aux entiers d’un entier algébrique normal.

III. — Bquations spéciales, leur groupe.

60. La définition que nous avons donnée des racines

Ey By .ony bn
de I'équation f(x) = 0, & laide d'uneracine { de la résolvante de
Galois

G(z, a) =0,
conduit de 1a maniére la plus naturelle 4 une classification des équa-
tions irréductibles, que nous allons maintenant présenter.

Examinons d’abord une équation flz} = 0 pour laquelle le sys-

téme

(A) Sl = P Slzph eeey Sa = Pn
est irréductible, c’est-a-dire pour laquelle la résolvante générale de
ce systéme : R(z, u, %, ..., un) =0 est irréductible lorsque

les u sont indéterminés. On a vu que la résolvante de Galois est

alors
R(z) Qqy Qgy ..., a") = 0 H

on observe qu’elle est de degré n!, d’ou il résulte qu'en rempla-
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¢ant § par une quelconque de ses racines, on peut remplacer les
éléments de la suite &, &, ..., & par les éléments de méme rang
dans une permutation quelconque.

Toute relation entiére en &, &, ..., &, a coefficients entiers de-
meure donc vraie lorsquw’on y remplace respectivement

T ST
par les éléments correspondants %, &, ..., &k, d'une permutation
quelconque Py,

C'est d'ailleurs ce que I'on peut conclure aussi d'une propriété des
systémes irréductibles signalée antérieurement : Toute relation en-
tiére en x, 2,,..., z» 4 coefficients entiers, compatible avec les
relations (A), est une combinaison linéaire de ces relations.

Il résulte de la que si 'on considére le domaine [, &, ..., &)
comme constitué par les fonctions enticres de &, &, ..., & 2
coefficients entiers qui sont de degré au plus égal & (n—1i) par
rapport & &, aucun des éléments ainsi obtenus, si ce n'est zéro lui-
méme, ne peut étre nul; tous ces éléments doivent donc étre re-
gardés comme des symboles distincts, et la forme que nous leur
donnons permet de trouver et de rcprésenter sans ambiguité la
somme et le produit de deux d’entre eux.

Les équations irréductibles a coefficients entiers qui possédent la
propriété précédente, c'est-a-dire pour lesquelles le systéme

(A) S = py, Sy = ps, cuey S =p,

est irréductible, sont dites générales ; les autres sont appelées spé-
ciales, c'est de ces derniéres que nous allons maintenant nous oc-
cuper.

Nous supposons par conséquent le résolvant R(z, u,, us, ..., ts)
du systéme (A) réductible lorsque les u demeurent indéterminés
et nous désignons par Gy(z, u), Gz, u), ..., Gy(z, u) ses
divers diviseurs irréductibles. On sait qu'alors la résolvante de Ga-
lois est toute équation Giz, @) =0, dans laquelle les a sont choi-
sis de telle sorte que le polynome en 3z qui en forme le premier
membre n'ait pasde diviseurs multiples. Admettons qu'on ait choisi
d'une maniére arbitraire la relation

Gy(%, @) =0
pour définir { et par suite les entiers algébriques &, &. .,
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par les formules

E,-D;Gl(t, a) + DaiGl(c’ a)=0;
nous rappelons que si « désigne le degré du polynome Gy(z, a)
et si les polynomes

ME) =8, A5(%), A (%)
représentent les divers entiers algébriques qui vérifient ’équation
Gy(z, a) =0,

la substitution de A(%) & { dans la définition des & équivaut a
remplacer £; par le symbole £, quioccupe le méme rang dans une
permutation convenable P, des £&. Nous avons déja fait observer
que cette substitution de 2,({) & § ne change en rien le calcul dans
le domaine [{], d'ou il résulte que toute relation entiére en &,
b, ..., & a coefficients entiers demeure vraie lorsqu’on y remplace
respectivement par les éléments &, & ..., &, dela permutation P, les
éléments de méme rang &, b, ..., &, de toute permutation Py qui
appartient d la suite Py, Py, ..., P..

On peut aussi parvenira cette proposition de la maniére suivante :
Considérons 1'équation Gy(z, @) =0 ol z représente la combi-
naison a,r,~4asr;+ ...+ axzx et qui définit quand on I'ajoute
aux relations (A) I'un des systdmes irréductibles en lesquels le sys-
téme (A) se décompose. Nous savons que

M) = agi+ - +ayk,
et

M) = ady + -+ aby
sont deux racines de cette équation, il en résulte que les égalités :

z =&, zy = &, R z, =k,

Ty = Ek,» Ty = Ek., ey T, = Ek_
définissent deux solutions du systéme irréductible considéré. Si
I'on observe que la premiére d'entre elles est également définie par
les égalités

. -‘L‘k. == Ek,, a:,,' = Ek‘, ey Ty, = E;,_,
on pourra en conclure que le systdme irréductible dont la résolvante

générale est
G,(u,:z:," + Uy, + - u,x, u) =0

admet une solution du systéme irréductible dont la résolvante géné-
rale est
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Gy(uyy + sy + -+ + u,,, u) =0,
et par suite que ces deux systémes sont identiques.

L'ensemble des équations qui définissent le systéme irréductible
considéré demeure par conséquent le méme lorsqu’on remplace res-
pectivement par z,, i, ..., s les éléments de méme rang z;,
Thy ..., Ty, dela permutation Py des z.

On conclut de 14 que toute relation

Gi(arzy, + aszy, + - + a,x , @) =0
est une combinaison linéaire des (n 1) relations :
Sy = py, Sy = ps, ceey S, = P
Gi(a,2, + asxy + -+ + a,2,,a) = 0,

qui définigsent le systéme irréductible considéré, ce qui élablit la
proposition annoncée plus haut.

64. Il convient d'appeler ici I'attention sur une propriété remar-
quable du systéme des permutations P, Py, . ., P,.
Nous savons que 8i
= asdy +asky + ... +aiki
désigne l'une des racines de la résolvante de Galois Gz, a) =0,
toutes les racines de cette équation sont

AL =g, Ay(3), . A(%).
1l résulte de 1a que la suite des polynomes *

MA(T)], MR, ceey A ()],
que nous écrirons plus simplement
MM, Ra(Mx), cvey ARk,
représente également toutes ces racines; cette suite est donc une
simple permutation des éléments 1, )y, ..., A.. Admettons que
I’on ait par exemple
M) = Aim,y

en désignant par (i, k) un entier convenablement choisi dans la
suite 1, 2,...,«; l'opération précédente remplacera respective-
ment les éléments 1y, Ay, ..., A, par les éléments de méme rang
dans la suite Ay Aakyy ooy Mk

D’autre part, substituer A, ({) & { équivaut 2 remplacer par les
éléments de P; les éléments correspondants de P,; on peut

1
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donc dire que cette opération remplace d’une maniére générale par les
éléments de P; les dléments correspondants de Py, c'est-a-dire
remplace par les permutations

Py, P,, veey P,

les permutations de méme rang dans la suite

P, Pig.n, e Plam.
qui est composée des mémes permulations. En d'autres termes, le sys'-
téme des permutations Py, Py, ..., P, se reproduit lorsqu’on y effec-
tue sur les § le changement qui conduit de Py a Py, et le changement
qu'éprouvent les P est inverse de celui qu'éprouvent les racines X (%)
de la résolvante de Galois.

A toute équation spéciale correspond donc un systéme de permu-
tations de n lettres &, §,...., §& parmi lesquelles figure P, et
qui poss¢de la propriété précédente ; nous verrons tout & 1'heure
comment on a fondé sur cette remarque la classification des
équations spéciales. Pour I'instant nous nous bornerons &
signaler encore la propriété suivante du systtme des permutations
P, Py, ..., P, : On a vu que lorsque

b +ub+ . - +ub,
.représente 1'une des racines de I'équation

Gy(z, uy, ugy ..., u,) =0,
il en est de méme de  wéy + by + -4 usky_; il suffit d'observer
qu'on peut écrire la premiére expression sous la forme

wp i, - u e o by

pour en conclure que l'on passe de la seconde & la premiére en
remplagant respectivement par u,, us, ..., 4, les éléments wu,,
uk’, cany u;,n.

Le polynome  Gy(z, uy, s, ..., 4n) demeure par suite invariable
lorsqu'on eff:ctue sur les u le changement qui conduit de Py ¢ P, en
désignant par P, I'une quelconque des permutations Py, P;, ..., P,.

Nous venons de constater de diverses maniéres I'existence dans
le calcul des fonctions entiéres & coefficients enticrs de

T T
d'une certaine symétrie définie par les permutations
Py, Psy, ..., P,
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il est facile de montrer qu'il n'existe pas d'autres changements des £
qui transforment en elles-mémes les tables d'addition et de multi-
plication de leurs fonctions enti¢res. Nous allons y parvenir en fai-
sant voir comment tous les systémes irréductibles qui correspon-
dent & I'équation donnée dérivent de I’'un d’entre eux, par exemple
de celui que nous avons choisi.

Désignons A cet effet par

ik, + ushy ... +uaky,
I'une des racines de la résolvante
G.(3, uy, uy, ..., u,) =0,
et considérons l'expression ., + tnt, +...+u.é,,  qui repré-
sente une racine de I'équation
Gy(z, uy, Uy, ..., u,) = 0.
11 est clair que I'équation
Gz, Upy Upy oovy Up) =0
admet I'une des racines de 1'équation précédente ; on en conclut que
leurs premiers membres sont identiques.
Les diverses résolvantes dérivent donc de 1'une d'entre elles
Gy(z, uy, Uy, .., %) =0
en y remplacgant respectivement les éléments Ury Ur,..., U, dune
permutation convenable des u, par Uy, Uy, ..., Un. Elles son

par suite de méme degré en z, et sinous désignons par 8 leur nom-

bre, on a
aB =nl.

Il suffit d’observer que le systéme irréductible de relations entre

Ty, T4, ..., T, déduit de I'identité
GAury 4+ .« + Uy, Uy .y ) =0
dérive de celui qu'on a adopté pour définir les ¢, c'est-a-dire de
celui qui correspond 2 I'identité
Gl(ulzl + o+ UTny, Uy ..., un) =0,

en remplacant dans ce dernier les éléments =z, x,, ..., z, par
les éléments «,, 2, .., 2,, pour en conclure que la méme
opération effectuée sur les § conduit & de nouvelles tables de calcul

incompatibles avec les premiéres. Les seuls changements qui n'alté-
rent pas les tables d'addition et de multiplication des fonclions en-
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tiéres A coefficients entiers de &, &, ..., £ sont donc ceux qui
conduisent de P, & P;, lorsque P, fait partie de la suite

P, Py, ..., P,

62. Les résultats précédents sont susceptibles de prendre une
forme trés élégante par l'introduction et ’emploi systématique
d’'une notion dont nous avons fait jusqu’a présent un usage cons-
tant, sans toutefois la mettre en évidence, notion que nous allons
maintenant préseuter. Etant données n leltres a,, a,, ..., ax,, oD
appelle substitution de ces n letires I'opération qui consiste & rem-
placer respectivement a,, as, ..., a, par a,, Gryy «oey Ar,, OU
I'on désigne par ry, 75, ..., 7, une permutation quelconque des
entiers 4, 2, ..., n. Une substitution est donc complétement
définie lorsqu'on donne avec chacun des entiers de la suite
1, 2, ..., n celui par lequel on le remplace, et il est clair que le
nombre des substitutions différentes est égal 2 n! lorsqu'on y com-
prend 'opération qui n’altére aucun de ces entiers et qu'on appelle
substitution identiqgue. Nous ferons remarquer en outre qu'a toute
substitution qui remplace I'entier i par I'entier », correspond la
substitution qui remplace r; par i et qui est dite I'inverse de la
premiére.

Les propriétés les plus importantes des opérations que nous ve-
nons de définir dérivent de I'existence d'un mode de composition de
ces opérations entre elles, qui posséde des propriétés extrémement
simples : désignons par la lettre unique s la substitution qui rem-
place d'une maniére générale I'entier ¢« par l'entier s; et par ¢ la
substitution qui remplace de méme l'entier ¢ par I'entier ¢; ; cette
derniére opération remplacera l'entier s; par un certain entier que
nous désignons d'une maniére générale par u;, et il est clair que
la substitution u qui remplace directement I'entier ¢ par u; produit
le méme changement que les substitutions s et ¢ effectuées 1'une
A la suite de 'autre et dans I'ordre indiqué. Cette substitution u est
le résultat d’'une composition des substitutions s et ¢, a laquelle,
en raison de ses propriétés, on a donné le nom de multiplication (*) ;

(*) On verra bientdt que ces propriétés sembleraient légitimer tout aussi bien
I'emploi du nom addition, mais nous ajouterons immédiatement que dans d’autres
parties des mathématiques, on considére simultanément le mode précédent et un
autre mode qui posséde alors les propriétés de I'addition des entiers.
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la substitution u est alors appelée produit de s par t; s est le mul-
tiplicande, t le multiplicateur. Si nous convenons d'écrire

s.t=u, .
nous pourrons définir le produit de trois substitutions en posant

r.s.t = (r.s).¢,
(r.s) désignant le produitde r par s; on reconnait immédiatement
alors qu'on a aussi r.s.t = r.(s.f), c'est-a-dire que la composi-
tion considérée est associative. En effet, la substitution (r.s) remplace
I'entier i par l'entier r, et la substitution ¢ remplace ce dernier
par l'entier r, qui peut évidlemment étre obtenu aussi en rempla-
¢ant dans r; l‘.indice i par 8
Nous ajouterons immédiatement que la composition dont il s’agit

n’est pas commutalive, c'est-a-dire qu'on n'a pas

s.t=1.s,

ainsi qu'il résulte de I'expression des entiers s, et ¢, que ces opé-
rations substituent & I'entier ¢; c’est 1 une circonstance qui la dis-
tingue de la multiplication des entiers ordinaires et qui est la raison
de la difficulté, et aussi d’ailleurs de I'intérét, que présente 1'étude
des substitutions au point de vue ou nous les envisageons.

Si 'on observe que la substitution identique peut étre négligée
dans un produit, soit comme multiplicande, soit comme multipli-
cateur, on pourra la représenter par 'unité, et comme d’autre part
le produit d’une substitution s par la substitution inverse est tou-
jours la substitution identique, on est conduit & désigner cette der-
niére par s~' et & écrire

s.57 =1,
Il résulte de la que les relations
sl = u,
st=u

entrainent nécessairement
sttt =u.t,
St = u.
d'oi I'on conclut : s =4; on établirait de méme que les rela-

tions analogues
st =u,

sl =u
exigent t=10.
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Les remarques qui précédent, jointes a ce fait que le produit s.¢
est différent de s et de ¢ lorsqu'aucun de ces facteurs n'est 1'unité,
établissent donc que si Pon considére des substitutions distinctes et si
on les multiplie, soit a droite, soit & gauche, par une méme substitution
on obtient encore des substitutions distinctes.

En résumé, lorsqu’'on envisage au point de vue de leur compo-
sition par une muiltiplication les n ! substitutions distinctes de
n leltres, les symboles qui les représentent se manifestent comme
possédant les propriétés suivantes :

1° De deux symboles quelconques du systéme, on peut déduire d'une
maniére déterminée un lroisiéme symbole du méme sysiéme ;

20 La composition considérée est associative ;

3° Un méme symbole composé avec des symboles différents donne des
symboles différents.

Nous reconnaissons la les propriétés qui, dans un chapitre anté-
rieur, nous ont servi a définir un groupe ; les n ! substitutions de
n lettres constituent donc un groupe limité lorsqu'on les compose
entre elles par multiplication ; ce groupe est appelé groupe symé-
trigue de n lettres et va jouer dans la suite un rdle important.

Si I'on se reporte maintenant aux résultats énoncés naguére a
l'aide des permutations des entiers 1, 2, ..., n, on verra immé-
diatement que tous ces résultats peuvent s'exprimer de la manicre
suivante :

Soient :  f(x) = 0 une équation spéciale d’ordre n,

Ep Ei, eevy En
les racines de cette équation, définies en partant d’une racine £ de la

résolvante de Galois :
Gl(zy Ay, Az, ..., an) . 0,
dont lordre est a,

il existe un groupe de substitutions des n lettres §, formé de « substitu-
tions et tels que :

Toute substitution de ce groupe laisse invariable l’ensemble des rela-
tions entiéres & coefficients entiers entre &, &, ..., ., ou loute
portion de cet ensemble qui le détermine nécessairement. Toute substitu-
tion n’appartenant pas au groupe substitue a cet ensemble un autre en-
semble de relations incompatibles avec les premiéres.

Si Pon considére les diverses résolvantes partielles en nombre § :

Gy(3, Uy, Uzy wovy Up) = 0, ooy Gylz, ) =0

THEORIE DKS NOMBRES 17
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toute substitution du méme groupe effectude sur les u, laisse invariable
chacun des polynomes G ; toute autre substitution échange entre euzx ces
divers polynomes.

Ajoutons qu'il résulte de 1a que le groupe de l'équation est com-
plétement déterminé, soit par la relation entiére entre les £ :

Gy(aty 4+ aky 4 ... + anks, a,, a3, ..., a,) =0,

soit par le polynome entier en u :
Gi(z, Uy, us, ..., Uy).

Ces résultats étant acquis, on a rangé dans une méme classe
toutes les équations irréductibles d'ordre n, qui conduisent au
mcme groupe, et il est clair que la classification ainsi obtenue est
naturelle, nous dirons méme nécessaire, puisque les relations qui
lient aux cntiers les racines de deux équations d'une méme classe
ne différent jamais que par le nom de ces racines et les délermina-
tions des coefficients et que cette circonstance cesse de se produire
lorsqu’on passe d'une classe & une autre.

63. Il convient avant d'aborder d'une fagon systématique 1'étude
des groupes de substitutions, de présenter encore quelques remar-
ques générales au sujet des groupes limités et des rapports qui
existent entre ces groupes et les groupes de substitutions.

Considérons un groupe limité d'objels bien définis (p. 133) et
appelons, pour fixer les idées, multiplication, 1a composition de na-
ture déterminée que l'on sait effectuer sur ces objets ou éléments.

Nous observons d’abord qu’il existe toujours un élément qui, mul-
tiplié par un élément donné soit a droite, soit & gauche, conduit da un
produit donné.

Soient, en effet, a, 4, ...l les divers éléments du groupe, i I'un
quelconque d’entre cux; les produits

ai, bi, ... 1
sont tous différents ; ils font d’ailleurs partie du groupe, ce sont
donc dans un autre ordre les éléments a, b. .../, et I'un d'entre
eux, ki par cxemple, est identique 4 1'élément 7.

On établirait de méme que dans la suite a, ¢6, ..., ¢{ 1'un des
produits k' est aussi identique & i.

Les égalités

ki =1,
=1
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montrent que d'une part I'élément % est négligeable dans la multi-
plication & gauche par ¢ et I'élément k' négligeable dans la multi-
plication & droite par i.

Je dis que ceci a lieu pourtous les éléments, mis & la place de i;
il suffit en effet d’appliquer la propriété associative de la multipli-
cation pour écrire, par exemple :

ia = (ki)a = k(ia),
ce qui démontre la proposition pour 1'élément ia, qui est quelconque
lorsque a est quelconque:

Enfin si I'on fait en particulier ¢ =4 et i =4 dansles deux
identités

ki=1,

ik =i,
on en déduit kiK' = K = k, c'est-d-dire que les éléments £ et }'
sont identiques.

Désignons par 1 cet élément qui est d'effet nul dans la multi-
plication ; nous venons de voir qu'il existe nécessairement un
€lément qui, multiplié & droite ou & gauche par un élément donné aq,
reproduit l'unité ; d’'une maniére plus précise, il existe deux élé-
ments b et ¢ tels que l'on ait

ab =1, ca=1.

Je dis que l'ona &b=c; il suffit pour obtenir ce résultat de
multiplier & gauche par ¢ la premiére des égalités précédentes ;
nous poserons b =c¢ =a' et nous dirons que a!' est lin-
verse de a.

On voit qu’il est possible de démontrer en partant de la définition
d’'un groupe limité quelconque, I'existence d’'un élément unité et
des éléments inverses; nous allons gompléter ces remarques en
donnant la notion d'isomorphisme.

On dit que deux groupes sont isomorphes lorsqu'on peut établir
entre les éléments de 1'un et les éléments de I'autre une corres-
pondance univoque et réciproque telle qu'au produit de deux
€léments quelconques corresponde le produit des deux éléments
correspondants pris dans le méme ordre ). En somme, au point de

() L'isomorphisme ainsi défini est dit holoédrique, par opposition & I'isomor-
phisme mériédrigue que nous définirons plus loin.
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vue abstrait auquel nous nous sommes placés jusqu'ici, les deux
groupes sont identigues ou différent tout au plus par les notations ;
c'est seulement lorsqu'on considére des groupes portant sur des
objets bien déterminés que cette notion peut avoir de 'intérét.

Nous allons montrer que tout groupe limité est isomorphe a un
groupe de substitutions ; nous pourrons donc nous borner 3 étu-
dier les groupes de substitutions, et toutes les propositions que nous
établirons ainsi el dans I'énoncé desquelles ne figurera pas explicite-
ment la nature des éléments du groupe, s'appliqueront aux groupes
limités quelconques.

La démonstration de la proposition énoncée est d'ailleurs immé-
diate : nous pouvons toujours désigner les éléments du groupe
donné, supposés en nombre n, par une méme lettre a, affectée des
indices 1, 2, 3, ..., n. Ecrivons ces éléments sur une méme
ligne :

ay, a,, G, ..., Qn,
et écrivons au-dessous leurs produits par un éiément quelconque a;;
soient

a,-‘, (l,-z‘ a,-s, ceny a;"
ces produits. Désignons par s; la substitution qui remplace les in-
dices 1, 2, 3, ..., n par les indices i, &, ..., i5, qui ne dif-
férent des premiers que par l'ordre. Il est clair que les substitu-
tions s; forment un groupe isomorphe au groupe des a,; en effet,
la substitution s; remplace I'indice « par I'indice «; lorsque le pro-
duit de a, par a; est a,, ; on peut dire que I'effet de la substitution
s; sur les indices considérés pour eux-mémes est identique a 'effet
de la multiplication par a; surles indices considérés comme faisant
corps avec les a ; il est bien évident par suite que le produit de
deux substitutions correspond de la méme maniére au produit des
éléments correspondants.

Remarquons que le groupe de substitutions ainsi obtenu est de
degré n, c'est-a-dire comporte n indices, et d'ordre n, c'est-a-dire
renferme n subslitutions. De plus, étant donnés deux indices quel-
conques ¢ el k, il existe une substitution et une seule du groupe
qui remplace ¢ par k (en effet dans le groupe des a; il y a un seul
élément qui, multiplié par a;, donne pour produit a;) ; c'est ce que
Pon exprime en disant que le groupe de substitutions est simplement
transitif. Ainsi tout groupe limité d'ordre n est isomorphe a un



CALCUL DES ENTIERS ALGEBRIQUES 2061

groupe transitif de substitutions entre n lettres, dont Pordre est aussi
égal @ n. Un tel groupe est appelé groupe normal et la raison de
celte dénomination apparalt immédiatement lorsqu’'on observe que
le groupe de toute équation normale irréductible est nécessairement
de celte espéce. Si en particulier nous considérons la résolvante de
Galois Gy(z, @) = 0, dont les racines sont :

ll(z) = Cy k!(C)y seey la(C)
nous savons que les transformations entiéres

2, M(2)); [ 2(3)], - .-, [3, Xa(3)]
envisagées suivant le module G,(z, a), constituent un groupe limité
dont 'ordre est égal & x; ce groupe est d'ailleurs isomorphe avec
le groupe de I'équation f(x) = 0 ainsi qu'il I'a été établi par la
considération des permutations
Py, Py, . ,P,

qui définissent ce dernier groupe et qui correspondent d’'une maniére
univoque et réciproque avec les A{%).

Ajoutons enfin que la proposition précédente s’applique en parti-
culier aux groupes de substitutions dont I'ordre n’est pas égal au
degré et qu’elle sera pour nous d'une grande importance dans ce
cas particulier.




CHAPITRE V

LES GROUPES DE SUBSTITUTIONS

I. — Structure des substitutions.

64. Nous avons, dans le précédent chapitre, défini les substitutions
et leur multiplication ; nous avons également montré comment on
peut, & 'aide des n! permutations, former toutes les substitutions
distinctes de n lettres, mais nous n'avons donné jusqu'a présent
aucune indication générale sur la maniére dont chaque substitution
échange entre elles les lettres x,, x;, . , Z,, c'est-a-dire sur la
structure des substitutions : il est aisé de combler cette lacune.

Considérons une substitution quelconque et soit a, un indice pris
au hasard dans la suite 1, 2, ..., n; la substitution remplacera cet
indice par un autre, que nous appellerons a,; elle remplacera de
méme a; par a,, et ainside suite. Mais comme le nombre des indices
est limité, on arrivera strement ainsi, avant n opérations, & un in-
dice a, que la substitution remplace par le premier indice a,. Les
termes de la suite a,, a, ..., a, éprouvent par la substitution un
changement trés simple : si on les range, dans l'ordre ou on les
trouve, sur un cercle décrit dans un sens déterminé, on peut dire
que chacun d’eux est remplacé par le suivant. Pour consacrer cetle
interprétation on donne le nom de cycle au systéme a,, a,, ..., &
et on dit que ces indices éprouvent une substitution circulaire.

Si le cycle comprend tous les indices, c'est-a-dire si A =n, on
dit que la substitution considérée est circulaire.

Sinon, un indice étranger au cycle donne naissance & un nouveau
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cycle, et ainsi de suite. Remarquons enfin qu’une lettre inaltérée
par la substitution peut étre regardée comme formant a eclle seule
un cycle.

Il résulte de 1a que toute sulstitution de n lettres est circulaire ou
se décompose en substilutions circulaires de moins de n lettres. Enfin il
est clair qu'une telle décomposition n’est possible que d'une seule
maniére et que deux cycles qui y figurent n'ont aucun indice
commun.

Pour avoir une représentation de la substitution qui mette en évi-
dence l'effet qu'elle produit, il faut donc donner les indices de
chaque cycle ; on convient de représenter une subslitution circu-
laire des indices a,, a5, ..., a, parle signe (ay, @z, ..., @), la
signification de ce signe ne changeant pas lorsqu’'on commence par
écrire I'une quelconque des letires du cycle. Toute substitution
pourra alors se représenter de la maniére suivante :

(ayy ooey and(byy ooy bp) oony
en n’écrivant pas les cycles d'une seule lettre.

65. Deux substitutions sont dites semblables lorsqu'a chaque
cycle de I'une correspond dans l'autre un cycle déplagant le méme
nombre d’indices. Il est clair que deux substitutions semblables ne
peuvent différer que par le nom des indices corrrespondants,
c'est-a-dire par la notation; on dit qu'elles appartiennent & un méme
type. On voit aisément qu'a toute décomposition du nombre n en
entiers, de la forme :

n=qeh+Bhk+yl+..,

correspondent des substitutions de n lettres, formées de a cycles
de h lettres, B cycles de £ lettres, etc... ; le nombre des types dis-
tincts est donc celui des décompositions distinctes de n ayant cette
forme. On observe que I'on pourra ranger les nombres &, &, {, ...,
qui sont nécessairement différents, dans leur ordre de grandeur, de
fagon que pour que deux décompositions de n soient distinctes, il
faut et il suffit que deux des termes de méme rang dans les deux
décompositions soient différents.

Proposons-nous d'évaluer le nombre des substitutions de
n letlres qui appartiennent & un type donné :

n=ah+ B hkt+y.l+ ...
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Nous observerons que chaque substitution de ce type peut é&tre
écrite sous forme d’un produit de substitutions circulaires de
alhe BIE® . yIIv. ..

maniéres différentes : on peut en effet effectuer sur les cycles de A
lettres une substitution quelconque et dans chacun d’eux une subs-
titution circulaire, ce qui donne h maniéres distinctes d’écrire le
cycle. Supprimons dans les expressions ainsi obtenues de chaque
substitution du type donné, les parenthéses qui séparent les cycles;
nous aurons des permutations des z, et il est facile de voir qu'on
obtient ainsi toutes les permutations des x et chacune d'elles une
seule fois. On conclut de 1a que le nombre des substitutions des x qui
appartiennent au type donné est égal au quotient de n! par
alhe Blet. il .. .

Ajoutons qu'on en déduit immédiatement I'identité arithmétique

1
za!h“.ﬁ!k’.yll". L

ol la somme qui figure au premier membre est étendue i toutes les
décompositions :
' n=oah+B hk+y.l4....

66. Soil a une substitution quelconque des z; considérons la
suite des puissances a, a?, a®, ...; il est clair que les termes de
cette suite ne peuvent étre tous distincts puisque le nombre des
substitutions différentes est limité; désignons par a™*! le premier
des termes de la suile qui reproduit I'an des précédents; on aura
nécessairement

amtt = g,

car si 'on avait a™* = a*+', on en déduirait a™*+' = a, ce
qui est contraire & I’hypothése faite sur m. Il résulte de la que
dans la suite a, a?, a®, ..., les mémes substitutions se reprodui-
sent de m en m, ou encore que a™ est d’'effet nul dans la multipli-
cation; a™ est donc la substitution identique. Les substitutions
a, a® ...,a™" =1 forment un groupe d’ordre m, qu'on dit dérivé
de la substitution a. Le nombre m est également appelé ordre de
la substitution a.

Il est facile de voir qu'une substitution circulaire de p leltres
est d'ordre p et il en résulte immédiatement que l'ordre d'une
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substitution qui renferme des cycles de &, &, {, etc. lettres est le
plus petit commun multiple des nombres h, &, {, etc.

La connaissance de I'ordre d'une substitution permet également
quelquefois de trouver sa forme; par exemple toute substitution
d’ordre premier p ne contient que des cyclesde p lettres, et si elle
contient seulement p lettres elle est circulaire.

II. — Fonctions rationnelles de n éléments.

67. Représentons par les lettres z,, 25, ..., 2, des symboles dis-
linets pour lesquels nous supposerons uniquement u'ils se com-
posent, entre eux et avec les entiers, suivant dcux modes différents
qui possédent les propriétés fondamentales de I'addition et de la
mulliplication des entiers ordinaires; nous savons ainsi ce qu'on
doit entendre par fonctions rationnelles, & coefficients entiers, de
Zy, &y, ..., Tn; NDous nous proposons d'étudier ici les diverses
espéces de symétrie que peuvent présentler ces fonctions ou, d'une
maniére plus précise, d’étudier comment elles se comportent lors-
qu’on effectue sur les lettres x, les substitutions d’un groupe donné.

Nous ferons immédiatement observer, & ce sujet, que si l'on
désigne par pi, ps, ..., pa les fonctions symétriques élémenlaires
des z, ces fonctions, ainsi que toutes leurs fonctions rationnelles a
coefficients entiers, demeurent inaltérées par toute substitution
faite sur les z, c'est-a-dire jouent, au point de vue oll nous nous
Plagons, le réle d’éléments invariables. 1l suffit alors de se reporter
aux identités qui définissent p, ps, ..., p» pour en conclure qu'a
toute fonction rationnelle des x, correspond une fonction entiére
des mémes lettres, dont le degré en z; est au plus égal & n—1i et
qui présente la méme espéce de symétrie. Nous pourrons done, deés
que nous y trouverons un avantage quelconque, nous borner 4 con-
sidérer ces fonctions entiéres, ou d'une maniére générale toutes les
fonctions entiéres des x a coeflicients entiers.

La question précédente est intimement liée & I'étude des groupes
de substitutions et nous allons tout d'abord mettre cetle liaison en
évidence.

Si nous désignons par s une substitution quelconque des indices
1,2, ..., n (ou des lettres =z, @3, ..., Zn, ce qui revient au
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méme), nous définirons la transformée d'une fonction entiére ¢ des
n lettres par la substitution s, comme la fonction obtenue en rem-
placant dans ¢ chaque lettre par celle que la substitution s lui fait
correspondre ; nous désignerons ce résultat par gs. II est clair que
les substitutions qui laissent invariableune fonction entiére de n leltres
forment un groupe, car si s et s’ sont de telles substitutions, on a
les identités
Pw=9 =49

o 88

et par suite

=¢s.8 = of = ¢,

c’est-d-dire que s’ laisse aussi invariable la fonction ¢.
Réciproquement, @ tout groupe correspond une fonction o quiest

invariable par les substitutions de ce groupe et par celles-la seulement.
Soienten effet a, b, ..., | les substitutions distinctes du groupe

considéré G. Nous avons signalé précédemment la fonction

V = maz 4 meTy + -« - MpTy

qui prend par toutes les substitutions possibles n! formes dis-
tinctes lorsque les entiers m,, m,, ..., m, sont convenablement
choisis.

Désignons par V,, V,, ..., V, les résullats obtenus en effec-
tuant sur V les substitulions de G. La suite V, Vs, ..., Vi est
seulement permutée par une substitution k du groupe G, car elle
devient

Vans Viay --os Vi,
et les substitutions ah, bk, ..., lh, toutes distinctes et appar-
tenant & G, sont dans un autre ordre les substitutions a, b, ..., l.

Il résulte de 1a qu'une fonction symétrique quelconque de
Vay Vby ..., Vi demeure invariable par les substitutions de G. Ii
peut trés bien arriver que, grice i sa forme particuliére, elle de-
meure aussi invariable par d'autres substitutions que celles de G,
nous en verrons plus loin des exemples; mais il est facile de former
des fonctions qui varient par toute substitution n’appartenant pas
a G.

Le produit (A — V))JA—V)). ...(A—Vy, ou A estun
élément invariable par toute substitution, par exemple un nombre
entier, satisfait évidemment & celte condition. C'est en effet un poly-
nome entier en , ..., ¥, décomposable en facteurs linéaires
rationnels; nous savons que cetle décomposition n'est possible que
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d'une seule maniére, si donc le produit demeure invariable par une
substitution g, celle-ci ne peut qu'échanger entre eux les facteurs
linéaires et par suite appartient & G.

Lorsqu'une fonction ¢(%,, &5, ..., *,) demeure invariable par
toutes les substitutions d'un groupe G, on dit qu’elle est un invariant
du groupe. Si le groupe G est le plus grand groupe dont les subs-
titutions laissent ¢ invariable, la fonction ¢ varie par toute autre
substitution, on dit alors qu’elle est un invariant caractéristique du
groupe. Le groupe des substitutions qui laissent invariable une
fonction ¢, pour lequel elle est évidemment un invariant caractéris-
tique, est appelé groupe de la fonction .

Nous pourrons donc énoncer les résultats obtenus de la maniére
suivante :

Toute fonction de x,, @y, ..., Tn est un invarianl caractéristique
d'un certain groupe de substitutions entre ces letires.

Tout groupe de substitutions posséde des invariants caractéristiques
et Don sait en former une infinité. Nous verrons plus tard qu'on peut
les déduire tous d’un seul d’entre eux.

Les deux propositions précédentes nous permettent une classi-
fication des fonctions rationnelles de =z, s, ..., x,: il suffit de
regarder comme fonctions d’un méme genre tous les invariants carac-
téristiques d'un méme groupe. Il est clair que tous les invariants carac-
téristiques d'un méme groupe présentent par rapport & x,, x,, ..., s
la méme espéce de symétrie; on peut donc dire qu’il y a autant
d’espéces de symétrie distinctes que de groupes de substitutions
entre oy, Xy, ..., Tp.

La question qui se pose maintenant est de construire effective-
ment la classification indiquée, c'est-a-dire de donner un type de
chaque espéce de symétrie dont sont susceptibles les fonctions ra-
tionnelles de =, z,, ..., x,. Cette question exige la formation de
tous les groupes de substitutions entre n letires.

Si cette seconde question est résolue, nous savons eneffct & 1’aide
d'une fonction qui varie par toute substitution former un invariant
caracléristique de chaque groupe.

Le procédé indiqué a I'aide de la fonction linéaire

mx —+ myx; + ...+ MyT,

parait peu commode dés que le groupe renferme un certain nombre
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de substitutions distinctes, aussi nous allons en indiquer un autre
qui donne toujours des fonctions de méme degré en =y, Ty, . , Tn
et qui n’exige aucun calcul.

Considérons la fonction zhi.z3. ... T3, oOU 24, %, . , 2, sont
des entiers distincts ; il est clair que cette fonction varie par toute
substitution. Si nous la désignons par V, la somme

sera évidemment un invariant caractéristique pour le groupe G
dont les substitutions distinctes sont a, b, ..., /. Cette somme est
en effet un polynome en zy, 2y, ..., &, formé d’autant de tcrmes
distincts qu'il y a de substitutions dans G, c'est-a-dire qu'il n'existe
entre les différentes formes de V aucune réduction possible. De
I'identité de deux valeurs de la somme V,+ Vo+..... +V;
on peut donc conclure l'identité des divers (ermes et par suite le
fait que la substitution qui laisse invariable la somme permute seu-
lement ces termes entre eux. Donc elle appartient au groupe G.

En particulier, on peut prendre pour V la fonction xyzizd ... =37,
ainsi que I'a fait remarquer Kronecker.

Malheureusement, on ne sait pas jusqu'a présent former tous les
groupes de substitutions de n lettres. Il est donc impossible de
réaliser la classification indiquée et nous devrons nous borner &
étudier les groupes et les fonctions rationnelles particuliéres qu'il
nous sera utile de connaitre.

Remarquons d’ailleurs qu'il n’est pas nécessaire de construire
effectivement la classification précédente pour étre édifié sur sa
valeur; il suffit d’approfondir les rapports qui existent d'une part
entre deux fonctions de genres différents, d’autre part entre deux
fonctions du méme genre. C'est ce que nous ferons dans le chapitre
suivant.

Parmi les fonctions rationnelles de =z,, x, ..., z,, les plussim-
ples sont les fonctions symétriques qui sont des invariants pour un
groupe quelconque et des invariants caractéristiques pour le groupe
formé de toutes les substitutions possibles. Ce groupe, qui est évi-
demment composé symétriquement avec les lettres xy, z, ..., Tn,
est appelé groupe symétrique. Tous les autres groupes sont formés
d'un certain nombre de substitutions de ce dernier; on dit qu'ils
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sont des sous-groupes du groupe symélrique; nous signalerons seu-
lement ici le plus grand de ces groupes, pour lequel 1a fonction
d=(ry— ) ... (& —Zp).(Ts—Z3) ... (Tp_y — )

est un invariant caractéristique. On sait que le carré de & est une
fonction symétrique des = que nous avons appelée discriminant du
produit (r—=z,) ... (x—wa,); il en résulte qu'une substitution
quelconque faite sur les z ne peut que changer le signe de 3 et
I'on voit par exemple que la substitution (z,_;, x,) change effecti-
vement ce signe. Les n! substitutions se partagent donc en deux
classes suivant qu’elles changent ou non le signe de 8, etil est
clair que les deux classes comportent le méme nombre de substitu-

tions.
!
Le groupe de "—2— substitutions ainsi obtenu est appelé groupe
alterné des n lettres; nous établirons plus loin quelques-unes de

ses propriétés les plus importantes.

III. — Propriétés générales des groupes.

68. Soit ¢(zy, x;, .. , x,) une fonction non symétrique des x;
désignons par p 'ordre de son groupe G, par a, b, ..., l scs subs-
titutions distinctes.

On a la suite d’identités

pa=90b=. ... =¢l;

si donc s est une substitution n’appartenant pas & G, on a aussi
eas = ¢bs = ..... = ¢ls;

les substitutions as, bs, ..., {s sont distinctes entre elles et aussi

distinctes des précédentes, car as = 6 donne s=a"'0 et s ap-
partiendrait & G. Soit de méme ¢ une substitution nouvelle

gal = ¢bt = ..... = ¢l
etl'onn'a pas at = bs, car on endéduirait ¢ =a"'b.s.
!
En continuant ainsi on voit que la fonction ¢ prend n? formes

distinctes par loutes les substitutions possibles.
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Le nombre des formes distinctes que peut prendre une fonction
rationnelle des x est donc toujours un diviseur de n!, ou autre-
ment : lordre d’un groupe quelconque est un diviseur de n !

Il s’en faut de beaucoup que la réciproque de cette proposition
soit exacte, c’est-a-dire qu'a tout diviseur p de n! corresponde un
groupe d’ordre p.

On peut, par exemple, démontrer que, n étant plus grand que 4,
si une fonction de z,, z,, ..., z, aplus de deux formes elle en a
au moins n, ce qui exclut I'existence de fonctions & moins de n
formes autres que les fonctions symétriques et les fonctions a
deux formes. On trouvera dans le savant ouvrage de M. Jordan (°)
une foule d’autres propositions particuli¢res. Nous ne donnerons
pas ici ces développements qui ne seraient pour nous d’aucune
utilité; nous nous bornons 2 dire qu'on ne sait pas encore les
condilions nécessaires et suffisantes que doit remplir un nombre p
pour qu'il existe des groupes d'ordre p formés de substitutions
de n lettres.

Rappelons qu'un groupe H est dit sous-groupe d'un groupe
donné G lorsque toutes les substitutions de H appartiennent & G.

Désignons par p 'ordrede G, par ¢ l'ordre de H etpar &, =1,
he, .. , hy les subslitutions distinctes de H.

Si gs est une substitution de G n’appartenant pas 2 H, G ren-
fermera également les substitutions

g,hh g:/l:, eeey Q:hq-

Ces ¢ substitutions sont distinctes ; elles sont d'ailleurs différentes
des précédentes, car d'une égalité

gsh, = hy
on pourrait déduire

g = hphu_'v
ce qui est contraire & I'hypothése faite sur g;. Donc G renferme au
moins 2¢ substitutions distinctes.

Supposons qu'il en renferme davantage ; soit g; I'une de celles
qui n'ont pas encore été obtenues, G renfermera également les ¢
substitulions distinctes

gaha, gshs, veey gshq

(*) C. Jordan: Traité des Substitutions et des équations algébriques, Gauthier-
Villars, 1870.
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qui n'apparliennent pas 2 H, comme on vient de le montrer pour
g2. Je dis que ces substitutions sont également différentes des subs-
titutions g¢,h. Si on avait en effet

gsha = gahy,
on en déduirait

9s = gahyh!,
et g, appartiendrait & 1a seconde suite. Donc G renferme au moins
3¢ substitutions distinctes.

En continuant ce raisonnement on épuisera certainement les p
substitutions de G, et si I'on désigne par A le nombre des substi-
tutions g dont on s’est servi, y compris la substitution

g =1
qui donne le groupe H, on peut écrire 1'égalité p = X.q, qui
prouve que :

Si H est un sous-groupe de G, l'ordre de H est un diviseur de l'or-
dre de G.

L’analyse précédente montre que les p substitutions de G peu-
vent étre rangées dans le tableau suivant :

hh=1 hy ... h
'y gshy ... @by

' b ... gahy.

11 est bien évident qu'on aurait pu les obtenir également en mul-
tipliant & droite les substitutions de H par des substitutions g. On
a donc également le tableau

h| = l h’ vee hq
g hggg veoe hqgg

g h’g\ cen hqu y
ol nous avons laissé les mémes lettres g pour ne pas multiplier les
notations, mais ol ces lettres ne désignent pas nécessairement les
mémes substitutions. Lorsqu’on choisit I'un des modes de généra-
tion, il ne reste plus d’arbitraire que la place de chaque élément

dans sa ligne et 'ordre de ces lignes, autrement dit : U'ensemble de
tous les éléments d'une ligne demeure le méme,
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En effet, toute substitution de G n'appartenant pas & H peut s’é-
crire gyh,, et sion la multiplie & droite par les éléments de H on
obtient des résultats de la forme gyhk, qui sont évidemment tous
les éléments de la ligne g, et ceux-1a seulement.

Le nombre X introduit par I'égalité p = A.g s'appelle I'indice
du sous-groupe H dans le groupe G. L’importance de ce nombre
ressort clairement du théoréme suivant :

Tout invariant caractéristiqgue de H prend X formes distinctes lors-
gu'on lui applique toutes les substitutions du groupe G.

Soit en effet ¢ un invariant caractéristique de H, c'est-a-dire une
fonction qui demeure invariable par les substitutions de H et par
celles-la seulement ; si A désigne une substitution quelconque de H,
on a l'identité

bh = o.

Transformons les deux membres par une des subslitulions
93 93 -+, §r, par exemple g,; nous obtiendrons la nouvelle
identité

Phg, = ¥g,,
c'est-d-dire que toutes les substitutions de la ligne qui contient g,
transformeront ¢ en une méme fonction %g,.

Toutes les fonctions ainsi obtenues sont distinctes, car d'une re-

lation

P9, = g,
on déduirait <g,.g3' = ¥, c'est-d-dire g¢,.95* =h ou enfin
g. = hg, ce qui est contraire & I'hypothése faite sur les g.

Donc aux substitutions hg, = A, hg,, . . hg,, ou h est une
substitution quelconque de H pouvant étre différente dans hy; et hg,
par exemple, correspondent A formes distincles de & : &g, ¢g,, ...,
®g,, que nous désignerons simplement par

P =, by, ceey ®,.

Ces fonctions sont diles conjuguées dans-le groupe G.

69. Nous savons d'aprés les théorcmes fondamentaux élablis au
début de ce chapitre que @y, ®;, ..., ®, sont les invariants carac-
térisliques de certains groupes bien déterminés. Quels sont ces
groupes et quels rapports ont-ils avec le groupe H de la fonction
b, = P?
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Considérons I'une des fonctions précédentes, ¢, par exemple, soit
k& une substitution qui n’altere pas ¢, ; on aura

‘l’y,k = Pg,,
etl’on en déduit en transformant par la substitution g¢;! :
‘l’g,kg;' = ¢,

La substitution g,kg;* est donc une des substitutions qui n'altérent
pas ¢, c'est-a-dire une subslitution dugroupe H :

.’/z,".’/;l = h.
Multiplions & gauche par g;' et 4 droite par g,; nous obtenons
k = gzthga,
c’est-a-dire que les substilutions qui n’altérent pas ¢, sont de la
forme g3'hg,. N
Inversement, toute substitution de cette forme posséde 1a méme
propriété. En effet, pour transformer ®g, par la substitution g;'hg,,
on peut d'abord transformer cette fonction par g;', ce qui donne
®g.9;' = ®, et transformer ensuite le résultat obtenu ¢ par la
substitution hg,. Or on a
Phy, = Pg.;
donc la substitution considérée reproduit &,.
Il résulte de 1a, que :
1° les substitutions oblenues en faisant sur une substitution quel-
conque h, de H, lopération

9z'hga
forment un groupe H,; g

2° ce groupe H, admet la fonction ®, comme invariant caractéris-
tique.

Examinons maintenant d'un peu plus prés I'opéralion g—*hg; on
dit que la substitulion que cette opération fait correspondre a la
substitution k est la transformée de h par g. Soient: (=, 8, y) un
cycle de h, «, @,y les lettres que la substilution g substitue a
a, B, v; il est aisé de voir quel est I'effet de I'opération g—'hg. La
substitution g~' remplace en effet respeclivement les lettres
«, 8,7 parles leltres «, B, v, la substitution k remplace ensuite
«, B, v par B, v, =, et enfin la subslitution ¢ remplace B, y, « par
#, Y, '; la substitution g—*hg remplace done 2, §', ¥’ par §' v, ,
c'est-a-dire comprend le cycle (2, B/, ¥'). Il résulle de 12 que les deux

TREORIE DES NOMBRES 18
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substitutions h et g~'hg sont semblables, c’est-a-dire ne différent
que par les noms des lettres qui y figurent; nous venons en
effet de montrer qu'a tout cycle de I'une correspond dans I'autre un
cycle portant sur le méme nombre de lettres.

Les > groupes H,=H, H; = g;'Hgs,..., H, = g>'Hg, qu'on ob-
tient en transformant les substitutionsde H par ¢, =1, ¢ ...,
sont dits semblables. On dit aussi qu'ils sont conjugués dans le
groupe G.

En général ces sous-groupes conjugués sont distincts. Il peat ar-
river qu'ils coincident; les A fonctions conjuguées ¢, = ¢, ..., %,
sont alors des invariants caractéristiques du méme groupe H. Ce
groupe qui se reproduitlorsqu'on le transforme parune substitution
quelconque de G est appelé sous-groupe invariant de G.

Revenons maintlenant a la considération d'un invariant caractéris-
tique ¢ du sous-groupe H de G dont l'indice est %; les substitu-
tions de G font acquérir & ®, A formes distinctes &, =&, P,...., ..
la fonction &, = ®g, étant un invariant caractéristique du groupe
H. = g:'Hg.. Nous avons d'ailleurs remarqué que les substitutions
de G se partagent en X séries de ¢ substitutions de la forme g.h,
et que si I'on multiplie toutes les substitutions de G par l'une
d’entre elles on permute seulement entre ‘elles les diverses séries.

Les substitutions de chacune de ces séries g,k transforment la
fonction ® en une méme fonction ®,; il en résulte qu'une substitu-
tion du groupe G remplace la suite &, ®;, ..., , par une simple
permutation des mémes éléments.

On peut encore dire qu'a chaque substitution g de G correspond
une substitution y bien déterminée entre les formes de & :

Y_(¢l q” “ e 1’1)'
Pg Pgyg ... Pgyg

Enfin il est évidentque si les substlitutions g et ¢’ conduisent aux
substitutions y et y' entre les ¢, la substitution gg¢' conduira a la
substitution yY'. Si donc on considére le systéme des substitutions 7,
le produit de deux substitutions du systéme appartient au systéme,
c'est-a-dire que les substitutions y forment un groupe T.

Soit maintenant y une substitution quelconque de I'; nous sa-
vons qu'il existe une substitution ¢ entre les x qui produit entre les
¢ la substilution y. Lorsqu’on donne la substitution g, v est dé-
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terminé d’'une maniére unique; en est-il de méme pour 7 lorsqu’on
donne Y ?

Nous pouvons représenter par kg toutes les substitutions du
groupe G, g étant la substilution considérée; imaginons donc que
la substitution kg produise sur la suite ¢ le méme effet que g. On
aura, pour chaque valeur de ¢ comprise entre 1 et A, l'identité

Pgig = Pgikg.

Transformons les deux membres par la substitution g~'gi;
nous obtiendrons
¢ = bg:kg?,
en remplacant gg—! par 1; d'ou il résulte que, quel que soit i, la
substitution g¢;kg;* appartient au sous-groupe H.
L'égalité gkgi* = h donne d'ailleurs

k= g,-"hg.',

c'est-a-dire que £ appartient au sous-groupe H; quel que soit i; £
est donc une substitution du sous-groupe K formé de toutes les
substitutions communes & H,, H,, ..., H,.

Inversement, il est clair que toute substitution k£ de ce sous-
groupe, n'altérant aucune des fonctions &, &5, ..., ®,, la substi-
tution kg produit toujours sur la suite &, ¥, ..., ¥, le méme
effet que la substitution 9. Supposons alors que le groupe K soit
d’ordre r; l'ordre du groupe I des substitutions entre les ¢ sera

le quotient p%

11 existe donc entre les groupes G et T une correspondance dé-
finie de la maniére suivante :

4o A une substitution g de G correspond une substitution y de T.
A une substitution y de T correspondent r substitulions de G;

2° Au produit gg' de deux substitutions de G correspond le produit
Yy des substitutions correspondantes de T'.

Lorsque deux groupes G et I' sont liés de telle sorle, on dit que I'
est isomorphe 4 G. L'isomorphisme est dit mériédrigue lorsque le
nombre r est différent de 1'unité ; les deux groupes G et ' sont
alors d'ordre différent.

Siaucontraire ona r =14, c'est-a-dire si les deux groupes ont
le méme ordre, I'isomorphisme est appelé holoédrique ; la correspon-
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dance entre T et G est alors réciproque et 1'on peut dire que G est
isomorphe a T,

Cette définition élant donnée, revenons aux groupes G el T qui
nous y ont conduit. A la substitution 4 de I' correspondent évi-
demment les r substitutions & qui constituent le groupe K formé
des substitutions communes A& H,, Hy, ..., H,; & une substitu-
tion y quelconque de T correspondront de méme les r substitutions
distinctes '

gk ou kg,
dans lesquclles expressions & représente une substitution quelconque
de K et ¢ une des substitutions de G qui correspond & y.

Considérons un élément quelconque ¢, de la suite ®,, ¢,, . ., &;;
nous savons qu'il existe une substitution g, qui, appliquée aux z,
remplace ¥, par ¢,, ¢l que toules les substilutions hg, ou g..g:'hg.
produisent sur #; le méme effet; il résulte alors des remarques preé-

cédentes qu'il existe précisément % substitutions du groupe T qui

remplacent @, par ¢,, chacune d’entre elles correspondant a 1 subs-
tilutions entre les z, de la forme kg. On en conclut d'une maniére

générale qu'il existe toujours dans T, T substitutions qui lrans-
r

forment ¥, en ®,, quels que soient les indices a et B.

Supposons en particulier que H soit un sous-groupe invariant de
G, le groupe K coincidera avec H et on l'aura r =g¢. A une
substitution y de T correspondront donc les g substitutions gh;

Pordre du groupe T sera ’q—), c'est-a-dire précisément le nombre *

des fonctions ®. On sait qu'un groupe de substitutions de A lettres
et d'ordre A est appelé groupe normal.

70. Terminons ces généralités sur les groupes de substitutions cn
donnant quelques théorémes dont nous aurons plus loin a fairc
usage.

Les substitutions communes a deux groupes G, et G, formenl
évidemment un groupe qui est le plus grand sous-groupe commun
i G, et G,. Ceci s'étend & un nombre quelconque de groupes. Sien
particulicr on suppose que H,, H,, ..., H, aient, en dehors dela
substitution identique, des substitutions communes, ces substilu-
tions formeront un groupe K quisera un sous-groupe invariant de G.
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Ce sera donc aussi a fortiori un sous-groupe invariant de ‘H ou d'un
quelconque des conjugués de H.

Soit H un sous-groupe invariant de G; la substitution g—*hg trans-
formée d'une substitution de H par une substilution quelconque de
G appartient 3 H. On peut donc la représenter par hh', &' étant une
substitution bien déterminée de H, et de I'égalité

g~thg = hk'

hg = gh. W,
ce qu'on énonce en disant : Les substitutions g et h sont échangeables
anx substitutions prés du groupe H.

En particulier si k' est constamment la substitution unité, les subs-
titutions g et & sont simplement échangeables.

On appelle groupes abéliens ceux qui sont formés uniquement de
substitutions échangeables. Il existe de tels groupes : les groupes
formés des puissances d'une substitution en sont évidemment. Si
g et h sont deux subslitutions d'un groupe abélien, on a toujours
g'hg = h, c'est-d-dire que les sous-groupes d'un groupe abélien sont
tous- des sous-groupes invariants.

Les substitutions échangeables avec une substitution quelconque s
forment un groupe. Si on a en effet

on déduit

sa = as, sb =bs ,

on en déduit sa.b = a.sb = ab.s, c'est-a-dire que ab est échan-
geable avec s. Ce groupe comprend évidemment toutes les substi-
tutions qui sont des puissances de s; les autres substitutions du
groupe sont d'ailleurs également échangeables avec les puissances
de s. Par exemple

sla = s.sa = s.as = sa.s = us?.

En représentant par S le groupe formé des puissances de s on peut
écrire S = a~'Sa, c'est-d-dire que S est un sous-groupe invariant
du groupe formé des substitutions échangeables & s.

Plus généralement, les substitutions échangeables @ un groupe H
c'est-a-dire échangeables aux substitutions de H, aux substitutions
prés du méme groupe H, forment un groupe G dont H est un sous-
groupe invariant. Des relations

ha = ak’,
hb = bh',
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on déduit en effet had = a.k’b = ab.k", ce qui démontre que les
substitutions a,b, ... forment un groupe G. Le groupe H est d’ail-
leurs un sous-groupe invariant de G, car pour toute substitution
adeGona '
a“tha = K.

J'ajoute que le groupe G est le plus grand parmi ceuz qui possédent
H comme sous-groupe invariant. Soit en effet G le plus grand de ces
groupes et g une substitution quelconque de G'; on a

g thg =K ou hg = gh.k',
d’ou il résulte que g appartient a G.

IV. — Théorémes de Lagrange.

74. Nous sommes maintenant en mesure d’étudier d'une fagon
précisc la classification en genres donnée plus haut pour les fone-
tions rationnelles de x,, 3, ..., #, et de mettre en évidence 1'im-
portance de cetle classification. On observe immédiatement que
toute fonction rationnelle des z a coeflicients entiers est le quotient
d’une fonction entiére, A coeflicien(s entiers, des mémes lettres, par
une fonction entiére a coefficients entiers des fonctions symétriques
élémentaires py, ps, ..., P»; DOUs pouvons donc nous borner a con-
sidérer ici les fonctions entitres des x, & coefficients entiers; les
résultats obtenus s’étendront d'eux-mémes aux fonctions ration-
nelles. Rappelons d’abord quelques-uns des résultats acquis :

Toute fonction entiére des z & coeflicients entiers est invariant
caractéristique d'un certain groupe de substitutions des z.

Tout groupe de substitutions des x posséde des invariants carac-
téristiques entiers en xy, x;, ..., &, et & coeflicients entiers ; nous
avons appris a en former.

Si I'on considére un groupe G etl'un de ses sous-groupes H, d'in-
dice ), tout invariant caractéristique ¢ de H prend, par les diverses
substitutions de G, A formes distinctes

P =@, 0!! LY q’h
qui sont les fonctions conjuguées de ¢ dans le groupe G. Chacune

de ces fonctions @, est un invariant caractéristique pour I'un des
groupes conjugués de H dans G, groupe que nous avons désigné
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par H,. Enfin, les diverses substitutions des z qui constituent le
groupe G font éprouver aux % des substitutions formant un groupe
isomorphe T et ce groupe T renferme toujours des substitutions qui
remplacent ¢, par &,, quel que soit ¥,.

Nous nous proposons de rechercher les relations qui lient entre
eux deux invariants caractéristiques d'un méme groupe ou de deux
groupes ayant entre eux des rapports simples, tels qu'un groupe et
un de ses sous-groupes, deux groupes conjugués, elc. On commen-
cera par étudier les liaisons qui existent entre les invariants carac-
téristiques du groupe symétrique et ceux d'un groupe quelconque,
c’est-a-dire entre les fonclions symétriques élémentaires py, ps, ..., p,
el une fonction entiére quelconque des x a coefficients entiers.

Soit donc ¢ une fonction entiére non symétrique des z, elle est
pour un certain groupe G un invariant caractéristique ; désignons
par X l'indice de ce groupe dans le groupe symétrique, c’est-a-dire

supposons que ce groupe renferme ”T substitutions distincles; a la

fonction ¢ seront associées (A—1) fonclions Py, ¥, ..., ¢, qui
s’en déduisent par toutes les substitutions des z, et les éléments de
la suite Dy =P, b, ..., P,
sont seulement échangés entre eux ‘par I'une de ces substilutions.
Le produit (X —&,)(X—&,) ... (X—®,) demeure alors inva-
riable par toutle substitution des x et par suite les coefficients des
diverses puissances de X y sont des fonctions entiéres 4 coefficients
entiers de pi, P ..., pn. On conclut de la que les ¢ sont les
racines d’une équation de degré A dec la forme

XP—AXMT 4 AX2— - A, =0,

ou les A sont des fonctions enti¢res des p, 3 coefficients entiers;
cetle équation porte le nom de 7ésolvante de Lagrange relative & la
[onction .

Nous allons en signaler immédiatement des propriétés impor-
tantes :

Il est clair que si nous regardons les & comme des indélermindes,
assujetties uniquement & satisfaire aux conditions nécessaires pour
qu'on en puisse définir comme on l'a fait plus haut les fonctions
entiéres a coefficients entliers, toute relation entiére & coeflicients
entiers entre les éléments &, ®s, ..., Ps, P, P2y ..., Pn conduil &
une identité en z,, s, ..., » quand on remplace ces éléments par
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leur expression i l'aide des x. Cette identité se transforme donc
en une autre identité lorsqu’on effectue sur les x une substitution
quelconque, et si I'on remarque que, les p étant des éléments
invariables par ces transformations, les ® subissent les substilu-
tions d'un groupe ¥ isomorphe au groupe symétrique S, on pourra
en conclure que toute relation entiére a& coefficients entiers en
by, Oy, ..., Py, Piy Pay ...y Pa S€ transforme en une autre relalion
également vérifiée par les mémes éléments, lorsqu’on effectue sur les
¢ une substitution quelconque du groupe X.

Si I'on considére en particulier les relations qui peuvent exister
enire @, et les fonctions symétriques élémentaires, on voit que
chacune d'elles sera également satisfaite par ®,, ®;, ..., ®,, puis-
qu'il existe dans le groupe £ des subsiitutions qui remplacent &,
par ¢, quel que soit 2. On conclut de la que la résolvante de
Lagrangerelative a la fonction ® est irréductible, lorsque py, ps, ..., Pa
sont des indélermindes, c’est-a-dire dans le domaine naturel d'intégrité
[P, Pay - . .» Pal-

Toutes les relations entidres ou rationnelles & coefficients entiers
entre ®, et les p sont donc des conséquences nécessaires de la
relation

P} — AP+ AP — R A =0,

Inversement, considérons une fonction entiére a coeflicients
entiers des éléments ®,, ®,, ..., ®;, py, Py, ..., pa el supposons
qu’elle demeure invariable par toutes les substitutions du groupe Z,
on pourra en conclure que la fonction des = obtenue en rempla-
cant ces éléments par leur expression & I'aide des x demeure inva-
riable par toute substitution. Cette fonction s’exprime donc et d'une
seule maniére, A I'aide de py, py, ..., pn, sous forme entiére i coef-
ficients entiers. Les invariants entiers du groupe I sont par consé-
quent des fonctions entiéres des p a coefficients entiers, et cette propo-
sition rapprochée des précédentes montre que : La résolvante de
Lagrange relative a la fonction & appartient, dans le domaine
(P11 Pay ..y Pn), @ la classe particuliére définie par le groupe X.

72. Désignons maintenant par H un sous-groupe de G, d'indice

. n! . .
p, c’est-a-dire un groupe d’ordre 50 par ¢ un invariant caractlé-
[

ristique, toujours entier, de H, et proposons-nous de déterminer
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les relations qui existent entre ¢ et la fonction ¢ déja considérée.
Nous poserons ¢ = Ap et nous désignerons par

b = ¢, by, ---v"‘p

les diverses fonctions conjuguées de ¢ dans le groupe symétrique ;
soient de méme ¢, = @, &;, ..., , les expressions qui dérivent
de ¢ en faisant sur les x les mémes substitutions, expressions
parmi lesquelles d'ailleurs A seulement sont distinctes; il est clair
que la fonction entiére

B o B,

y— b y—¢
ou I'on a posé ‘
Ey) = y—d)ly—ts) ... (y—¥),

demeure invariable par toute substitution des . On a donc identi-
quement par rapport aux z et a y:

[ 2]

L(C) I - ) EUA
y—ih o+ +y_q,9 (bP_'F(y,ph-..yPn),

le second membre étant un polynome entier a coeflicients entiers.
Comme on a, d’autre part,

E(y) = (y —$)E($) + -1_1__2 (y —nPE(%)+ -,

on en déduit, en remplacant y par ¢,, l'identité en = :

EI(‘!’I)-q’I == F(‘-Pn Py o0y pn)v
et si I'on observe que I'expression E(¢,), identique au produit

(""l —‘%) v ("l‘! - %)'
n'est pas identiquement nulle en z,, 2, ..., z,, on en conclura
que tout invariant entier, ®,, du groupe G s'exprime rationnellement
a Paide d’un invariant caractéristique, §,, du sous-groupe H de G et
des fonctions symétriques p,, ps, ..., Pa.

On peut ajouter que le dénominateur de cette expression peut
étre débarrassé de ¢,; sil’'on désigne en effet, par D(p) le discri-
minant non identiquement nul du polynome E(y), discriminant
défini par I'identité

M(y, p).E(y) + N(y, p).E(y) = D(p),

o, = 4 )N p)
D(p)

on aura
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et le second membre sera le quotient d'un polynome entier en
Y1y P1s -+ .y Pn G coefficients entiers, par le discriminant de ¥, .

Deux conséquences de la proposition précédente doivent étre
signalées tout de suite :

Supposons que le groupe H se réduise au groupe G lui-méme;
on pourra dire : Deux invariants caractéristiques entiers d'un méme
groupe sont fonction rationnelle l'un de lautre dans le domaine
[P1s P2y - ., pa)]. Tous les invariants d'un groupe sont donc des
fonctions rationnelles d'un invariant caractéristique de ce groupe et
des éléments p,, p, ..., Pn.

Supposons que le groupe H se réduise a la substilution identique,
la fonction ¢ variera par toute substitution; on conclut donc de la
que toute fonction entiére des x & coefficients entiers est aussi fonction
rationnelle d'une fonctiona n! formes, dans le domaine [py,ps, .. .,Pn].

Revenons 2 la relation

E(4).®—F(s, piv ..y pn) =0

établie plus haut, pour étudier sa nature lorsqu'on l'ordonne par
rapport 4 ¢,. Pour cela nous observerons avec Lagrange que le pro-
duit (y—4)y— ) ...y — ), ou ¢y, ¢y, ..., ¢, désignent les
fonctions conjuguées de ¢, dans le groupe G, esl un invariant du
groupe G. On conclut de la et d'une des propositions qu’on vient
d’énoncer que ¢, vérifie une équation d'ordre u,

4* — B+t 4By~ — .. = B, = 0,

dont les coeflicients sont des fonclions rationnelles de py, ps, ..., Pa
el d’'un invariant caractéristique de G, par exemple ®,.

Si I'on considére une relation entiére quelconque a coeflicients
entiers entre ¢,, ..., ¢,, ¥, etles fonctions symétriques p,, ..., pa
comme elle se transforme en identité lorsqu’on y remplace ces élé-
ments par leur expression 4 1'aide des z, elle restera vraie quand
on effectuera sur les = une substitution quelconque. Effectuons en
particulier une substitution du groupe G; les éléments ®,,p,, ..., Pa
demeureront inaltérés et les ¢ seront transformés par une substi-
tution d'un groupe T, isomorphea G; on en conclut que foute rela-
tion entiére a coefficients entiers entre Y, ..., $,, P, et les p demeure
vraie lorsqu’on effectue sur les ¢ une substitution du groupe T.

En particulier toute relation de cette nature entre §,, ®, et les p,
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sera également vérifiée par ¢, ..., §,, d’ou il résulte que l'équation
Y+ —B,Yt—! +B,Yr--?—-- =B, =0

est irréductible dans le domaine [®,, py, ps, . ., pn], domaine formé
par I'adjonction au domaine naturel [p,, ..., p,] d'une fonction algé-
brique, ®,, des p, définie par la relation irréductible

P} — APy '+ A, =0.

Réciproquement, toute fonction entiére a coeflicients entiers de
iy o ovy by Pret py, .., P, qui demeure inaltérée par les substitu-
tions du groupe T, est également une fonction eritiére des z qui
demeure inaltérée par toute substitution du groupe G, c’est-a-dire
peut s'exprimer sous forme rationnelle a I'aide de &, et des p. On
peut donc dire que /’équation

Yt —B,Yt '+ B, =0

appartient dans le domaine ¥y, py, ..., Pa] @ la classe particuliére
définie par le groupe T.

Nous savons d'autre part que ¢, vérifie dans le domaine naturel
[P, ..., pa] une équation irréductible de degré Ap, qui appartient
dans ce domaine a la classe définie par un groupe X, isomorphe au
groupe symétrique S; il serait facile de montrer les rapports qui
existent entre les groupes X;, T et 2, en désignant par 3; le groupe
représenté jusqu'ici par ¥; nous nous bornerons a faire a ce sujet
la remarque suivante :

Si 'onreprésente par ¢;,; (j=1,2,..., p) les diverses formes
de ¢ qui vérifient 'identité

Yr — B,0Yr1 ... B“(i) =0,
ou les B sont des fonctions rationnelles de ®;, toute substitution
des z qui laisse invariable ®; échange entre elles ces diverses
formes et toute substitution qui remplace #; par ¢, remplace
aussi l'ensemble des éléments ¢;,; (j=1,2,...,n) par l'en-
semble des éléments ¢.; (j=1,2, ..., ).

73. Les résultats que nous venons d’acquérir ont été obtenus en
supposant que les = ou les p sont des indéterminées; ils expri-
ment, si I'on veut, des propriétés qui sont vraies pour Uensemble
des équations qu'on obtient en fixant les p; mais ils ne sont pas
applicables, du moins sans préparation, dans le cas oules p sont
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déterminés. Il importe donc de chercher comment ils doivent étre
modifiés et c'est ce qu'il est facile de trouver.

Nous considérerons d’abord le théoréme relatif 4 I'expression
explicite d’une fonction ®, des x & I'aide d'une aulre fonctlion ¢, et
des p; il est aisé de voir que ce théoréme devient illusoire lorsque
I'ona E(§) =0, c'est-a-dire quand le discriminant D(p) est nul.
Nous allons montrer qu'il est toujours possible de choisir la fone-
tion entiére ¢, de telle sorte que ce fait ne se présente pas, c'est-a-
dire qu’il existe dans tout genre, sous la condition unique que les z
sotent distincts, des fonctions a discriminant non nul.

Observons, dans ce but, que le discriminant de ¢,, c'est-a-dire le

produit | (b, —des) G =1,2,...,0 (/=12 ..,u),
ou 'on exclut lescas i =1, j=j', peut s'écrire 4 un facteur
prés sous forme de déterminant de la maniére suivante :

2R C 70 L 7Y o
e (e)? .o ()™

L ZYP 70 L (7 o
Yo (Ba) o ()

............

q’x-p (q’lvu)' .. (q"\-lt)“

Ajoutons aux éléments de la ligne de rang @ les éléments corres-
pondants des (u—1) lignes précédentes; procédons de méme
pour toutes les lignes dont le rang est multiple de p, de telle sorte
que la ligne de rang iu devienne

k=g k=p k=p
z $ix z (bin)*y ceey z (i, 1)
k=1 k=1 k=1

On voit que les éléments de la ligne de rang ip sont des invariants
pour I'un des groupes conjugués de G dans le groupe symétrique;
si I'on considére, par conséquent, I'expression

k=p. k=—p. k—=p.
X = My Xy biitma Xy () e 1y D (1,0,
k=1

k=1 =1
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ou les m désignent des entiers indéterminés, y, est un invariant
du groupe G. Admettons maintenant qu'ayant fixé les détermina-
tions des p, on ait pu choisir I'invariant caractéristique ¢, du
groupe H de telle sorte que son discriminant ne soit pas nul; il
existe alors des entiers m pour lesquels les expressions ¥y, ..., 7
prennent des déterminations distinctes sans quoi le déterminant
écrit plus haut aurait des lignes identiques c'est-a-dire serait nul, ce
qui est contraire 4 I'hypothése qu'on vient de faire. On en conclut
qu'on peut former un invariant caractéristique y,, d'un groupe G
qui renferme H, dont toutes les déterminalions sont distinctes.

Mais tout groupe renferme la substitution identique et nous avons
établi dans le chapitre précédent, que si le discriminant des x est
différent de zéro on sait former des fonctions 4 n! formes dont
toules les déterminations sont distinctes ; nous savons donc former
pour tout genre des fonctions 4 discriminant non nul,

On déduit de 12 qu’il est toujours possible d’appliquer le théoréme
qui donne %, en fonction de ¢, et des p, en choisissant convenable-
ment l'invariant caractéristique ¢,.

Passons maintenant aux théorémes relatifs aux divers rapports
qu’ont entre elles des fonctions entiéres des z, 4 coefficients entiers;
on voit clairement que tous ces théorémes sont des conséquences
immédiates du fait que toutes les relations que 'on peut former
sont des identités en x,, x5, ..., x,, c'est-a-dire demeurent vraies
quand on les transforme par les substitutions du groupe symétrique
S. Nous savons qu'il n'en est plus toujours de méme quand les p
sont déterminés et que les seules substitutions qui transforment des
relations vraies en relations également vraies sont les substitutions
d'un certain groupe G, appelé groupe de l'équation

P —prt4-- 2 p, =0,

Les théorémes applicables ici sont donc ceux que l'on a obtenus
en introduisant explicitement dans le calcul, avec les fonctions
symétriques élémentaires p,, ps, ... pa, un invariant caractéris-
tique, ®,, du groupe G. C'est ce qui sera exprimé d'une maniére
plus nette encore dans le chapitre suivant.



CHAPITRE VI

LES GROUPES RESOLUBLES

I. — La résolution algébrique des équations.

74. Etant donnée une équation algébrique entiére irréductible
f(l‘) =0,

nous avons vu qu'elle définit n symboles et nous avons appris dans
quelle mesure il était possible de distinguer ces symboles entre eux.
Nous savons que, les notations étant fixées, les diverses substitu-
tions permises entre les lettres z, xy,..., , sont précisément les
substitutions d'un certain groupe, le groupe de I'équation; toutes les
relations rationnelles entre les racines restent vérifiées lorsqu’on
effectue sur elles une de ces substitulions, et toutle autre substitu-
tion les transforme en nouvelles relations incompatibles avec les
anciennes.

Les résultats obtenus dans le chapitre précédent relativement aux
liaisons qui exislent entre les diverses fonctions rationnelles de n
éléments distincts, vont nous permettre de préciser les diverses
méthodes que I'on peut employer pour parvenir & une expression
explicite des z en introduisant, dans le calcul, Jd’autres nombres algé-
briques bien définis, c'est-a-dire de traiter la question de la résolution
algébrique des équations.

Nous commencerons par examiner le cas ol les nombres algé-
briques, que I'on introduit dans le calcul, s’expriment rationnelle-
ment a l'aide des z, c'est-a-dire ou 'on ne fait appel qu'a des élé-
ments pris dans le domaine de rationalité (z,, 23, ..., Za).
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Désignons par G le groupe de l'équation f(z) =0, nous
savons que si une fonction rationnelle ¢ de =y, %, ..., z, est
un invariant caractéristique d’un sous-groupe de G d’indice X, elle
prend par les substitutions de G, A formes distinctes oy, ¢, .. ., 1.
Nous savons de plus que si les sous-groupes conjugués du sous-
groupe donné ont en commun un sous-groupe (invariant dans G)
d’ordre %, les substitutions opérées sur la suite

P1y P2y oo 0y P .
lorsqu'on lui applique les diverses substitutions de G, forment un
groupe I' isomorphe & G, mais renfermant % fois moins de substitu-
tions. Si £ est égal a l'unité, c’est-d-dire si les divers groupes
conjuguésn'ont en commun que la substitulion identique, I'iso-
morphisme est holoédrique, de sorte que I'indétermination des ¢
est exaclement de méme nature que l'indétermination des z; de
plus lorsqu’on fixe le sens des 9, le sens des x se trouve fixé. Au
contraire lorsque le nombre % est supérieur & 1, I'indétermination
des ¢ est de nature plus simple que l'indétermination des r, mais,
d’autre part, lorsqu’on fixe le sens'des 9, les x ne se trouvent pas
absolument déterminés, vu que I'on peut encore effectuer sur eux les
substitutions d'un groupe d'ordre 4.

D’une maniére plus précise, sila fonction ¢ est choisie de telle
sorte que ses diverses formes prennent des déterminations dis-
tinctes, I'ensemble des relations rationnelles entre les ¢ demeure
invariable par toutes les substitutions d'un groupe I' isomorphe 2
G, isomorphe holoédriquement lorsque £ est égal a 4, mériédrique-
ment dans le cas contraire. On peut encore dire que les ¢ sont les
racines d'une équation irréductible & coefficients entiers dont le
groupe est précisément I

Si I'on considére I'ensemble des relations rationnelles entre les o
et les x, cet ensemble varie par toute substitution des z ou des o,
et conduit a des relations incompalibles avec les premic¢res lorsque
k est 'unité ; il demeure invariable par les substitutions des = qui
appartiennent a un groupe K d'ordre k, lorsque k& est différent de
l'unité, mais il varie toujours par toute substitution des ¢. Dans le
premier casles z peuvents'exprimer rationnellement a I'aide des o;
dans le second ils sont racines d'une équation irréductible dans le
domaine [¢y, 93, ..., 93] et qui appartient dans ce domaine a la
classe définie par le groupe K.



288 ALGEBRE SUPERIEURR

75. Examinons maintenant le cas général ou 1'on introduit dans
le calcul des nombres algébriques quelconques, définis par une
équation irréductible h(y) =0, n’ayant a priori aucune relation
avec I'équation donnée g(x) = 0.

Nous avons vu qu'étant données deux équations irréductibles

g(@) =0,

h(y) =0,
de degrés m et n, dont nous désignons les racines par z,, xy, ..., Tn;
Yi, Y2, - - ., Yn, il correspond a chacune de ces équations un groupe,
le premier de degré m, le second de degré n; nous savons
obtenir ces groupes, & l'aide de la résolvante de Galois de
chaque équation. Si nous considérons & la fois les symboles z et
les symboles y, il est clair que, pour savoir quelle est I'indétermi-
nalion de l'ensemble de ces symboles, il nous suffit de former
la résolvante générale du systéme

Sl:-ah LERY} Sm=ams
T,:bh ey T,,:b,,,

et d’étudier cette résolvanle; on retombe ainsi sur un probléme posé
dans le chapitre IV et dont nous allons maintenant approfondir la
solution. Nous observerons immédiatement que la résolvante con-
sidérée est aussi celle du systéme

Uy =g¢y, ey Unmip = Cmaps

qu'on obtienl en écrivant les relations cntre les coefficients et les
racines de 1'équation réductible g(z)h(z) = 0. Si nous désignons
par I le groupe des substitutions des z et des y qui n’altérent point
I'’ensemble des relations rationnelles entre ces symboles, il sera par
conséquent légitime d'étendre la définition donnée plus haut du
groupe d'une équation et de dire que I' est le groupe de Péquation
réductible g(z).h(z) = 0.

D'ailleurs il est bien évident que toutes les substitutions du
groupe I' de degré m + p que l'on obtient ainsi, devant laisser
invariantes toutes les relations rationnelles entre x, x5, ..., Tm,
Yi, Y2, .., Y, devront se borner a échanger les x entre eux et les
y entre cux, car ces relations rationnelles conduisent aux identités
enxety:
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glx) ={lz—a)(x —x3) ... (T —2n),
hly) = (y—=yy—ws) .. (y—wn).

Le groupe I est dit intransitif car il ne renferme par exemple
aucune substitution qui remplace z, par y,; on appelle au con-
traire groupe transitif un groupe dans lequel se trouve au moins une
substitution rempla¢ant une lettre donnée, mais quelconque, par
une lettre quelconque. Nous venons de voir que le groupe d'une
équation réductible est intransitif; réciproquement, si le groupe
d’'une équation est intransitif, l'équation est réductible; il est en effet
aisé de voir que dans ce cas les racines de I'équalion se partagent
en plusicurs séries telles que les substitutions du groupe échangent
entre elles les racines d'une méme série; dés lors il est clair que les
fonctions symétriques des racines de 1'une quelconque de ces séries
sont invariables par les substilutions du groupe et par suite ration-
nelles ; donc I'équation est réductible. De ces deux propositions, il
résulte que la définition donnée plus haut du groupe d'unc équation
réductible, ne peut donner lieu 4 aucune contradiction.

Revenons au groupe I' de I'équation

9(x)hiz) = 0,
et soient G et H les groupes des deux équations
9(z) =0, h(y) = 0;

nous désignerons d’'une maniére générale par les lettres v, g, &,
affectées d'indices, des substitutions appartenant aux groupes
r, G, H.

Je dis d’abord que toute substitution y est de la forme gh, c’est-
a-dire que toute substitution de I' revient & une certaine substitu-
tion de G, accompagnée d'une certaine substitution de H. En effet,
nous savons déji que la substlitution y échange d'une part les «
entre eux, et d'autre part les y entre eux; on peut donc poser
v = &y, la substitution £ déplagant seulementles z et la substi-
tution n seulement les y. Nous savons que la substitution y pos-
séde la propriété de laisser invariante toute fonclion des x et des y
qui est égale A un nombre rationnel ; si nous considérons en parti-
culier une fonction ¢ des z seuls qui posséde cette propriété, on a

Y=95

TUEORIE DES NOMBRES 19
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mais la subslitulion n ne déplacant que les y et ¢ ne dépendant
que des z, on a aussi
Py = ofn = of;

donc ¢t =9, etparsuitela substitution § appartient au groupe G
de I'équation qui admet les = pour racines ; on verrait de méme gue
n appartient au groupe H; onadonc y= gh. Soit Y = ¢g'A’' une
autre substitution de I'; on a Yy = ghg'h' = g9'.hk', car les
substitutions ¢’ et k déplagant des lettres différentes sont échan-
geables. Nous pouvons dire que cette relation établil entre les grou-
pes G et H unisomorphisme doublement mériédrique; voici ce que
nous devons entendre par li : faisons correspondre & une substi-
tution g de G toutes les substitutions h telles que gh soit une
substitution de I' et dc méme 4 une substitution & de H Lloutes les
substilutions g telles que gk apparticnne & I'; il est clair d'apres
ce qui précide, que si g et h se correspondent ainsi et aussi ¢'
et K, gg' correspond & kk'.

11 est d'ailleurs possible d'établir une telle correspondance entre
deux groupes quelconques ; il suffit en effet de faire correspondre
chaque substitution de I'un d'eux toutes les substitutions de I'autre.
Si ce cas se présente ici, les substitutions de I' sont toutes les subs-
titutions de la forme gh; doncsi I'on suppose que les y soient
fixés, c'est-d-dire si I'on considére les substitutions de I' qui ne
déplacent pas les y, elles sont de la forme ¢g.4, ¢ étant une subs-
titution' quelconque de G : I'indétermination des z est donc la méme
que si 'on considérait 4 part 1'équalion g(x) = 0. Dans ce cas,
I'introduction dans le calcul des symboles x et des symboles y
peut se faire d’une fagon complétement indépendante. On remar-
quera que l'ordre du groupe I' est égal au produit des groupes G
et H; nous verrons tout & I’heure que cette circonstance caractérise
le cas que nous venons d'étudier.

76. Supposons maintenant que la correspondance dont il a été
question entre les groupes G et H soit telle, qu'a la substitution
identique de h correspondent sculement un certain nombre de subs-
titutions de G ; il est d’abord clair que ces substitutions forment
un groupe, car le produit de deux d'entre clles correspond au pro-
duit de la substitution identique par clle-méme. Je dis que de plus
ce groupe est un sous-groupe invariant de G; on peut dire que
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cela résulte immédiatement de ce que la substitution identique est
un sous-groupe invariant de H; on peut aussi le démontrer ainsi :
soit g.1 une substilutionde I, g¢' une substitution quelconque
de G. Je dis d’abord qu’il existe dans I' une substitulion au moins
de la forme ¢'h; il est clair en effet que si dans les substitutions
de I' on supprime tout ce qui est relatif aux y, on doit retrouver
le groupe G. Orona
(g'h)-(g-A)gh)~" = g'g9"" .43

donc g'gy'! appartient au sous-groupe considéré ; ce sous-
groupe K est donc invariant dans G. Désignons par A son indice

et par p et ¢ les ordres des groupes G et H, le groupe K est

d'ordre r = % ; Jjedis qu’il y a dans le groupe T' précisément r

substitutions de la forme gh, h désignant une substitution déter-
minée de H. En effet, soit ¢g'A celle des substilutions de cette forme
dont nous avons démontré 'existence et gh une autre quelconque
de la méme forme ; la substitution

(gh)(g'h)™"
appartient & T'; elle est de la forme g¢gg—.1; donc g¢'g~* ap-
partient au groupe K et 'on a ¢ ==x9’, x désignant une cer-
taine substitution de K. Il est clair d’ailleurs que x étant une
substitution quelconque de K et la substitution ¢'h appartenant
au groupe T, il en est de méme de la substitution

x.1)(9'h) = x.¢'.h.
On obtient donc toutes les substitutions de la forme gh en mullti-
pliant 'une d’entre elles successivement par les r substitutions

de K et on obtient ainsi r substitutions distinctes. L'ordre du

groupe T estdonc r.qg= 1% .

Nous arrivons ainsi & cetle conclusion que si dans le groupe I’ la
substitution identique du groupe H se trouve associée avec les
substitutions du groupe G formant un sous-groupe invariant K

d’indice 2, 'ordre de T est d'indice ’—;‘—’ Il est clair que la réci-

progue de cette proposition est vraie, c’est-d-dire que si I'ordre

de T est P)‘—q, il correspond & la substitution identique de H un

sous-groupe invariant d'indice A dans G; de plus il correspond de
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meme i la substitution identique de G un sous-groupe invariant
d'indice A dans H.

77. Nous sommes maintenant en mesure de préciser l'influence
produite sur le calcul des symboles z par I'introduction des sym-
boles y, ou mieux, en quoi le calcul simultané des symboles z et y
differe du calcul séparé de chacune de ces séries de symboles.

Pour connaitre le calcul des symboles z, il nous est nécessaire
de former une table de structure du groupe (infini et commutatif)
que constituent ces symboles et leurs fonctions entiéres, vis-a-vis
des deux modes de composition connus : addition et multiplication.
Nous savons que si nous fixons les notations d'une maniére arbi-
traire, mais précise, il subsistera encore dans celte table une cer-
taine symeétrie, précisément indiguée par le groupe G de Péquation,
c'est-a-dire que les subslitulions de ce groupc pourront étre effec-
tuées sans rien altérer. 1l en est de méme pour ce qui concerne les
y el le groupe H. Mais si 'on considére simultanément les z et
les y, il ne sera pas permis d'cffectuer séparément sur les z les
opérations du groupe G et sur les y les opérations du groupe H;
les seules substitutions permises sont en effet, par définilion, les
substitutions du groupe I'. Si d’ailleurs nous convenons de fizer
les symboles y, c'est-a-dire de renoncer & les permuter entre eux,
les seules substitutions permises seront les substitutions du groupe
T qui n'altérent pas les y, c'est-a-dire les substitutions du groupe K.
Nous exprimerons ce fait en disant que par 'adjonction des y le
groupe G de I'équation g(z) = 0 est réduit 4 son sous-groupe
invariant K. L'étude du groupe I', laquelle comprend celle du
groupc G comme cas particulier, se ramene d'aprés ce qui précéde
4 I'étude successive des groupes H et K; c'est-a-dire que lors-
qu'on a étudié I'équation h(y) = 0, I'étude de I'équation giz) = 0
ne dépend plus que du groupe K, et non plus du groupe G. A un
autre point de vue, on peut dire que lec fait de considérer comme
connues les racines de I'équation irréductible A(y) réduit le groupe
de g(x) & un de ses sous-groupes (tnvariant) d’indice A; il est
d’ailleurs clair, & cause de la symétrie de tout ce qui précéde, que,
réciproquement, ’'adjonction des racines de g(x) réduirait le groupe
de A(y) & un de ses sous-groupes invariants d'indice A.

On a vu dailleurs, qu'étant donné un sous-groupe invariant K
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d'indice X du groupe G d’'une équation donnée, il est toujours pos-
sible de ramener 1'étude du groupe de I'équation a I'étude de ce
sous-groupe et d'un autre groupe d'ordre X ; si nous désignons en
effet par ¢ un invariant caractéristique de ce sous-groupe, cet inva-
riant caractéristique prend par les substitutions de G, A formes
distinctes o,, 93, ..., ¢, et si 'on applique & ces A fonctions toutes
les substitutions de G on obtient seulement A permutations diffé-
rentes, c'est-d-dire qu'il correspond & ces fonctions un groupe
d’ordre ). Si d'ailleurs on fize I'une de ces permutations, les seules
substitutions permises sur les letltres =, x, ..., z, sont les substi-
tutions du groupe K. On a ainsi ramené I’étude du groupe G &
I'étude du groupe K et d’un groupe d'ordre A.

Ainsi toute réduction du groupe obtenue par Uadjonction des racines
d'une dquation irréductible quelconque peut étre obtenue aussi par
Padjonction d’une certaine fonction rationnelledes racines de U'équation
donnée.

Drailleurs une telle réduction n'est possible que si le groupe G
admet un sous-groupe invariant ; nous avons vu en eflet que si des
fonctions conjuguées sont des invariants caractéristiques de groupes
n'ayant en commun que la substitution identique, le groupe des
substitutions possibles sur les indices de ces fonctions est holoé-
driquement isomorphe au groupe G.

Ainsi de quelque maniére que 1'on opére, que I'on cherche & intro-
duire dans le calcul des nombres algébriques quelconques (*), ou
bien seulement des fonctions rationnelles des racines, on ne peut
espérer une réduction ou pour mieux dire, une décomposition de
I'étude du groupe d’une équation donnée, que si ce groupe admet
un sous-groupe invariant. D'ailleurs si un groupe admet un sous-
groupe invariant, nous avons déja vu que son étude se raméne &
I'étude de deux groupes plus simples, dont 1'ordre a pour produit
I'ordre du groupe donné.

Nous approfondirons dans le chapitre suivant certaines des ques-
tions algébriques qui se rattachent a cette décomposition du groupe ;
nous allons 'étudier ici en nous plagant uniquement aun point de vue

(*) I1 est clair que, du moment qu'il s'agit ici de résoudre une équation, c’est-
a-dire de distinguer le plus possible entre les symboles qu'elle définit, il ne peut
étre question d'introduire une racine d'une équation irréductible sans les intro-
duire toutes comme nous pouvions le faire dans 1'étude d'un domaine algébrique.
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de 1a théorie des substitutions; d'ailleurs, au point de vue purement
abstrait, nous aurons ainsi complétement traité le probléme de la
résolution des équations, c'est-a-dire de I’étude des symboles qu’elles
définissent. Nous aurons en effet analysé autant qu'il est possible de
le faire la nature de l'indétermination qui subsiste dans la définition
de ces symboles, indétermination représentée par le groupe.

II. — Décomposition d'un groupe.

78. Soit G un groupe composé, c’est-a-dire un groupe admettant
au moins un sous-groupe invariant (un groupe non composé est dit
simple) et soit H un sous-groupe invariant de G. Supposons qu'il
n’existe aucun sous-groupe invariant de G renfermant {outes les
substitutions de H et différent de H; nous dirons que H est un
sous-groupe invariant mazimum de G ; on remarque que cela ne
veut pas dire qne G n'a pas de sous-groupe invariant d’ordre supé-
rieur 3 H, mais simplement qu’il n'a pas de sous-groupe invariant
d'ordre supérieur & H et comprenant H.

11 est clair d’ailleurs que si H n’est pas un sous-groupe invariant
maximum de G, il existe un sous-groupe invariant de G compre-
nant H et admettant H comme sous-groupe invariant maximum;
il est donc possible de former une suite de groupes

Gy Gh G!a eeey Gk, Ha
tels que chacun d'eux soit sous-groupe invariant maximum du pré-

cédent.
Lorsqu'on a une suite de groupes

G’, GQ,I‘GQ, ceey G,“ i,

commengant par un groupe G, se terminant 4 la substitution
identique et telle que chaque groupe soit un sous-groupe invariant
maximum du précédent, on dit que cette suite est une suite de com-
position de G. Tout groupe composé a une ou plusieurs suites de
composition, et il résulte de ce qui précéde que H étant un souns-
groupe invariant quelconque de @, il y a une suite de composition
de G qui comprend le groupe H.

Soit

(1) G, H LJ ..., M ¢
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une suite de composition de G; désignons par A I'indice de H dans
G, par p lindice de I dans H, ..., par p l'indice de la substitu-
tion identique dans M (c'est-d-dire l'ordre de M); les nombres
A, ..., p sont dits les facteurs de composition de G, relalifs a la
suite (1). Nous pouvons énoncer a leur égard la proposition sui-
vante : Lorsqu'on passe d'une des suites de composition d'un groupe
G a une autre, les facteurs de composition sont simplement permutés.
La démonstration de cette proposition va nous fournir 1'occasion
d'utiliser la notion générale des groupes d’opérations, tout en appro-
fondissant la constitution intime des groupes de substitutions.
Soient H un sous-groupe invariant quelconque de G,

h|=‘, Ili, “eaey hp

ses substitutions distinctes, A son indice. Nous avons démontré que
toutes les substitutions de G pouvaient étre rangées dans le tableau
suivant :

’l‘ == i ’lz "p
g2 ,(Izh: (lihp
/1N ohe ... ghe;

g1=1, g3 ..., g» sont des substitutions choisies d’'une maniére
connue.

Soient ¢.h, et g¢zh, deux des substitutions de G; le produit
de ces deux substitutions qui est encore une substitution de G
peut s’écrire

Gsha. golo = 9a.gsha. he.

En effet,le groupe H étant invariant dans G, on a g3'h.g; = ha ;

donc, en multipliant & gauche par g,

hogs = gsha'-
Considérons maintenant le produit ¢.g,; c'est une substitulion
gsha, 3 ne dépendant que de 2 et f. On a donc

g:hn-gphb = gs~hdha'hb
ou encore
gzha-gghh = glhl-
On a ainsi défini une composition des lignes de G, puisqu’'une subs-
titution quelconque de la ligne g, composée avec une substitution
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quelconque de la ligne g, donne toujours une substitution de la
ligne g..

Soit op. @ 1'une quelconque des substitutions de la ligne g.k, la
multiplication des opérations ainsi définies est associative, c'est-a-
dire que pour obtenir

op.a X op. B X op. ¥
il suffit d'effectuer op.z X op. 8, ce qui donne op.s, puis la
nouvelle multiplication
op. ¢ X op. y.

Enfin, parmi les opérations considérées il y en a une qui n'a au-
cun effel, c’est I'opération qui correspond i la ligne

hy =1, h,, cesny hy.

Ce sera l'opération identique du systéme.

Nous avons donc défini un systéme d'opérations, jouissant des
propriétés suivantes :

1° Par un moyen de composition quelconque (multiplication) on
passe d'une maniére uniforme de deux opérations dusystémea une au-
tre opération du systéme ;

2° La multiplieation des opérations est associative ;

3° Une méme opération composée avec des opérations différentes
donne des opérations différentes.

Nous savons que dans ce cas on dit que ces opérations forment un
groupe (§ 3) et que les propriétés principales des groupes de subs-
titutions s'étendent A de tels systémes.

Nous désignerons ce groupe par G|H et nous I’appellerons quo-
tient de G par H.

79. Deux substitutions de G seront dites équivalentes lorsqu'on
passe de I'une a 'autre en la multipliant par une substitution de H.
Grace au fait que H est un sous-groupe invariant, on a

. gukb = kb'ga )
c'est-a-dire qu'on n'a pas besoin de spécifier dans la définition si on
multiplie & droite ou a gauche. Il en résulte d’abord que 1'équiva-
lence est réciproque, et ensuite que le produit de deux substitutions
équivalentes est encore une substitution équivalente 4 ces deux-la.

Les substitutions de G sont ainsi partagées en classes de substitu-
tions équivalentes.
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Aux substitutions gh,, gh; .... gh, de G correspond une méme
opération du groupe d'opérations G|H; ce nouveau groupe est donc
isomorphe mériédriquement au premier.

Si le groupe G|{H ne renferme pas dans ses opérations toutes
les classes de G, les substitutions des classes qu'il contient forment
un sous-groupe invariant H' de G. Ce sous-groupe contient le
groupe H, car les substitutions de H donnent I'opération identique
qui appartient & G|H.

Si H est un sous-groupe invariant maximum de G il n'y a pas
de groupe tel que H'; le groupe d’opérations G|H ne peut avoir de
sous-groupe invariant, sans qiloi on en déduirait un groupe H’';
donc il est simple.

Enfin ajoutons que 'ordre de G est le produit des ordres de H et
de G|H et que le groupe G|H est précisément isomorphe au groupe
d’ordre X dont il a été question plus haut.

Si maintenant nous considérons un groupe G et une suite de com-
position de ce groupe

G HILJLK ..., M1,
i cetle suite correspond un ensemble de groupes d'opérations
G| H, H|I cees
qui sont tous simples. On appelle ces groupes, groupes facteurs du

groupe G ; leurs ordres sont précisément les entiers que nous avons
appelés précédemment facteurs de composition de G.

80. La suite des groupes facteurs est seulement permutée lorsqu’on
passe d’'une des suites de composition de G @ une aulre.

Supposons en effet que G posséde deux sous-groupes invariants
maxima H et H'.

Les substitutions communes & H et H' forment un groupe T, et
comme la transformée d’une substitution de T par une substitution
quelconque de G appartient & lafois 2 H etd H', T cst un sous-
groupe invariant de G, H et H'.

Soient maintenant a et & des substitutions quelconques de H et
de H'

H=][aqd,ad, ..
H =10, ¥, 0, ...]

et ¢ une substitution quelconque de G. Si on combine les substi-
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tutions a, a', ... avec les substitutions b, &', ... de toutes les ma-
niéres possibles, on obtient un groupe qui est contenu dans G et qui
contient H et H'. D'ailleurs la transformée d'une substitution
a.b.a'.b par la substitution ¢ peut s’écrire

¢ lac.cVbe.ca'c.c e,

forme sous laquelle on reconnait qu'elle appartient encore au groupe
précédent. Ce groupe est donc un sous-groupe invariant de G qui
doit renfermer H et H' ; ce ne peut étre que le groupe G lui-
méme.

Le groupe G se partage d'ailleurs en classes de substitutions
équivalentes qui dérivent I'une de I'autre par une substitution de T.
Si nous considérons ensuite les groupes H et H' qui contiennent
T, ils contiendront enticrement chaque classe de substitutions
dont ils contiennent une partie ; donc H et H' sont aussi partagés
en classes de la méme maniére.

Les opérations qui composent entre elles ces classes forment done
des groupes G|I', H|T, H'|I'; nous les appellerons G,, H,, Hj.

On sait qu'ils sont respectivement isomorphes a2 G, H, H'; on
peut en déduire que G, est engendré par H, et H; qui sont deux
de ses sous-groupes invariants maxima. Dailleurs comme H et H’
ont en commun I, H, et Hy auront en commun la seule opération
identique.

Soient S, S,, S;, ... les opérations de H,, T, T,, T, ... celles de
Hy. Le produit T-'S™'TS peut s’écrire d'une part (T'S'T)S, et
d’autre part T—!(S™'TS), en vertu de la propriélé associative de la
multiplication. 11 appartient donc & la fois & H, et & H{ et par
conséquent c'est I'opération identique de G,, d'ol TS = ST : Les
opérations S et T sont échangeables.

Toutes les opérations de G, peuvent alors se mettre d’'une ma-
niére et d'une seule sous la forme S,T,.

En effet, une relation de la forme

SaTg = SG'T"
S;‘Su - Tp'Ta_' ’

ce qui montre que ces deux opérations, communes & H, et Hj, se
réduisent a I'opération identique. Donc

o =a, p’:p,

donne
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L’expression S,T, représente donc une fois et une fois seulement
chaque opération de G,. La composition de ces opérations est ma-

nifeste :
(S:Tp)(8a:Ty:) = (SaS2)(TyTy).

Les opérations de G, se partagent ainsi naturellement en classes,
telles que deux opérations d'une méme classe ne différent que par
I'opération S de H,. Chacune de ces classes est done¢ caractérisée
par une opération T, et le groupe de classes ainsi formé G,lH,
est identique avec le groupe Hj formé des opérations T.

On verrait de méme que G,|H; est identique & H,.

On dit quelquefois que G, est le produit des groupes Gg|H,
et H,, c'est-a-dire de H; et Hj ; cette dénomination se comprend
d’elle-méme.

Nous venons de partager en classes les opérations de G,, c'est-a-
dire les classes de premiére espéce de G relatives & T'; cette division
peut étre faite directement. Deux opérations de G, seront d'une
méme classe si elles ne différent que par une opération de H,; done
deux substitutions de G seront d'une méme classe de seconde espéce
si elles ne diftérent que par une substitution de H, c'est-a-dire si
I'on a

¢y = ac,.
On déduit de 1a
¢t = a,

c’est-d-dire que ¢pe,~' appartient 3 H.

Il résulte de 1a que Gy|H, estidentiqued G|H; mais on adé-
montré que Gy|H, est holoédriquement isomorphe & Hj, c'est-a-
dire H|I'; on peut donc en conclure que GIH est isomorphe ho-
loédriquement @ H|T' et énoncer le résultat suivant :

Si un groupe G posséde deux sous-groupes invariants maxima H et
H', si T est leur plus grand commun diviseur, G | H et G | H' sont
respectivement isomorphes holoédriquement @ H' |T et H|T, et G | T
est lepropuirde H|T et H' |T.

Drailleurs il est clair que T est unsous-groupe invariant maximum
de H et de H'; nousvenons de voir en effet que H/|C et H|T
sont holoédriquement isomorphes 3 G|H el G|H; ce sont donc
des groupes simples ; or, il est clair que c'est 14 1a condition pour
que T soit un sous-groupe invariant maximum de H' et de H,
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81. La démonstration de notre proposition :

La suite des groupes facteurs est seulement permutée lorsqu’on passe
d’une suite de composition a une aulre
est maintenant immédiate.

Supposons le théoréme vrai pour les groupes d'ordre inférieur
ou égal & N (il est évident pour les groupes d’ordre assez petit,
1 ou 2 par exemple). Nous allons le démontrer pour les groupes
d’ordre au plus égal & 2N.

Soit G un groupe d'ordre au plus égal & 2N, (1) et (2) deux
suites de composition de ce groupe :

(1) G HILJ ..., M1,

(2) G, H,INY, ..., M1

Nous supposons évidemment H et H' différents, sans quoi on
commencerait & I et I'; soit T leur plus grand sous-groupe com-
mun. On peut former les deux suites

(3) G,H,T, .., 1,

(4) g G,H,T, ..., 1,
ou l'on a introduit T et qui sont des suites de composition de G
supposées identiques & partir de T. D’ailleurs le théoréme démontré

précédemment fait voir qu'elles sont formées des mémes groupes
facteurs, puisque

G | H est isomorphe holoédriquement 2 H' | T
et

G|H — — H|T.
Considérons maintenant les suites
"H,LI, ., 4
Hs l", ey i;

I'ordre de H étant évidemment inférieur ou égal 3 N, ces deux
suites contiennent les mémes groupes facteurs, donc (1) et (3)
conduisent au méme ensemble pour ces groupes.

De méme (2) et (4) conduisent également au méme ensemble. I1

en résulte que (1) et (2) donnent lieu aux mémes groupes facteurs
pris dans un ordre diftérent.

82. Nous voyons ainsi que 1'étude d'un groupe quelconque se
raméne 4 l'étude d'un cerlain nombre de groupes simples, ses
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qroupes facteurs ; d'ailleurs on obtient les mémes groupes facteurs,
quel que soit le procédé que I'on suive pour les former. De plus un
sous-groupe invariant quelconque faisant partie d'une suite de
composition du groupe, on voit qu'il n'est pas possible d’obtenir
d’autre décomposition du probléme que cette décomposition en
groupes facleurs ; seulement si l'on ne considére pas un sous-
groupe invariant maximum, plusicurs de ces groupes facteurs se
trouvent encore multipliés entre eux : la décomposition est incom-
pléte.

Le probléme de la résolution des ¢qualions se ramene ainsi aux
deux problémes suivants : décomposer un groupe en groupes fac-
teurs; étudier les groupes simples. Nous éludierons d'abord, sans
d’ailleurs 'approfondir, le second de ces problémes, car il est indis-
pensable d’'avoir étudié les groupes de substitutions pour pouvoir
décomposer en facleurs des groupes donnés ; de plus, nous ap-
prendrons ainsi 4 connaitre une classe particuliérement intéres-
sante de groupes simples, les groupes cycliques, dont la structure
est intuitive et qui sont & peu prés les seuls groupes simples
pour lesquels il en est ainsi. Nous pourrons alors, au lieu de consi-
_dérations générales sur la décomposition d'un groupe en facteurs,
étudier des problémes particuliers, par exemple le suivant : a quelles
conditions un groupe admet-il uniquement des groupes cycliques comme
facteurs ? et nous le résoudrons dans des cas assez étendus.

III. — Groupes particuliers.

83. Dans le paragraphe précédent nous nous sommes uniquement
occupés de la structure des groupes au point de vue abstrait,
c'est-a-dire sans nous inquiéter de la nature intime des substitutions
qui les composent; nous allons maintenant étudier quelques groupes
dont la structure, particuliérement simple, dérive facilement de la
connaissance des substitulions qui les composent.

Rappelons que nous avons appelé groupe transitif un groupe tel
qu'étant donné deux indices quelconques « et B, il renferme une
substitution qui remplace « par §. Il résulte immédiatement de celte
définilion que tout sous-groupe invariant d'un groupe (ransitif, ou
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bien se réduit a la substitution identique, ou bien déplace tous les
indices. En effet, s'il déplace un indice «, il déplace un autre indice
quelconque B ; car si s est la substitution qui déplace x, la trans-
formée de s par la substitution ¢ du groupe transitif qui rem-
place « par B, déplacera B; or celte transformée est une substitu-
tion du sous-groupe, puisque eelui-ci est un sous-groupe inva-
riant.

Supposons qu'un sous-groupe invariant d'un groupe transilif
soit intransitif et soient «, B, v, ..., A et a, By, ..., &y deux des
séries d'indices que ce sous-groupe intransitif échange entre eux ;
I'une des substitutions de ce sous-groupe renferme par exemple le
cycle (z, B, y); transformons-la par une substitution ¢ du groupe
transitifdonné quiremplace a par a,. La substitution transformée ren-
fermera un cycle de la forme (%, §, ') ; or, par hypothése, cette
substitution appartient au groupe intransitif, et les substitutions de
ce groupe ne peuvent remplacer «, que par les indices B, y;, ..., 4;;
nous pouvons donc supposer que l'on a f'=8, et y =1,
c'est-a-dire que la substitution ¢ remplace dans 2, B, y respective-
ment par  a,, By, y,. Considérons maintenant une substitution du
groupe intransitif qui échange la lettre g avec d'autres lettres que
z et y, par exemple avec 8, on verra en la transformant par la
substitution ¢ que cette substitution remplace 8 par une des lettres
8y, &, ..., Ay, par exemple par ¢, ¢l en continuant de méme on
verra que la substitution ¢ qui remplace « par a«; remplace toutes
les lettres a, B, vy, ..., A parlesletires a,, By, ..., };. Nousen
concluons d’abord que le nombre des lettres de ces deux séries est
le méme ; de plus, ce raisonnement s'élend évidemmment au cas ou
il y a plusieurs systémes

a, By 7y oeey A
a, ph Tty ooy xh

tels que le sous-groupe intransitif échange seulement entre eux les
lettres de I'un des systémes. Nous dirons que le groupe proposé est
tmprimitif et que ces divers systémes de lettres sont les systémes
&’imprimitivité du groupe ; on voit que toute subslitution ¢ de ce
groupe nc peut produire que les deux effets suivants : permuter en-
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tre eux les indices de chacun des systémes d'imprimitivité et per-
muter ces syslémes entre eux. Réciproquement, tout groupe tran-
sitif et imprimitif admet un sous-groupe invariant intransitif ; c'est
le sous-groupe formé des substitutions qui ne permutent pas entre
eux les divers systémes d'imprimitivilé ; il peut d’ailleurs se ré-
duire & la substitution identique. C’est méme ce dernier cas qui se
présentera nécessairement lorsque le degré du groupe est un nom-
bre premier, car alors les divers systémes d'imprimitivité ne peu-
vent renfermer qu'une seule lettre. Donc tout sous-groupe invariant
d'un groupe transitif de degré premier, ou bien est transitif, ou bien
se réduit & la substitution identique.

84. Nous démontrerons enfin sur les groupes transitifs la propo-
silion importante qui suit : lordre de tout groupe transitif est un
multiple de son degré.

Soit en effet G un groupe transitif de degré quelconque m, entre
les lettres xy, 25, ..., m. On peut partager les substitutions de
G en m classes en rangeant dans la k"¢ classe celles qui rempla-
cent x, par z; (celles de la premiére classe laissant z, invariable).
Il existe des substitutions dans chaque classe; dans les m —1
derniéres, parce que le groupe est transitif; dans la premiére,
parce que la subslitution identique fait partic de tout groupe.
D’autre part il est clair que si s, désigne une substitution déterminée
de la ki*m¢ classe, on obtient toutes les subslitutions de la premicére
classe, et chacune une fois seulement, en multipliant par s;!
toutes les substitutions de la k*m* classe. Il en résulte que chaque
classe renferme le méme nombre de substitutions ; si on désigne ce
nombre par u, le groupe renferme mp. substitutions ; son ordre est
donc un multiple de son degré m.

85. Les groupes les plus simples sont les groupes formés d'une
substitution circulaire et de ses puissances ; dans le cas oula
substitution circulaire déplace p indices, ils sont de degré et
d’ordre égal & p; leur structure est intuitive. D'ailleurs dans le
cas ol p n'est pas un nombre premier, ces groupes sont com-
posés et sont des produits de groupes de méme nature ayant pour
ordre et degré les divers facteurs premiers de p. Nous pouvons donc,
au point de vue qui nous intéresse, considérer seulement les grou-
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pes de substitations circulaires déplacant un nombre premier de
lettres. D’ailleurs tout groupe dont I'ordre est un nombre premier
est ungroupe de cette nature, car il est clair que I'ordre d'un groupe
est un multiple de I'ordre de tous les cycles qui figurent dans les
substitutions du groupe ; donc si un groupe estd’ordre premier p,
ces substitutions ne renferment que des cycles d’ordre p ; elles peu-
vent d'ailleurs en renfermer plusieurs si le groupe n’est pas sup-
posé transitif.

Nous verrons bient6t que le groupe simple d'ordre le moins
élevé et non cyclique est d'ordre 60 ; c'est le groupe de lico-
saédre, dont nous dirons quelques mols plus loin; son étude est
d'ailleurs assez compliquée. On comprend dés lors V'intérét particu-
lier qui s'attache aux groupes cycliques et l'importance que pré-
sente la question de savoir d quelles conditions un groupe peut élre
décomposé en produit de groupes cycliques. Nous disons qu'un tel
groupe est résoluble et que l'équation correspondante est réso-
luble ; il est clair en effet que lorsque celte décomposition est effec-
luée, la nature de I'indétermination des divers symboles définis par
I’équation saute aux yeux d'une maniére immédiate.

Nous allons d’abord étudier la question et la résoudre d'une fagcon
compléte pour les groupes de degré premier. Il est clair que pour
qu'un groupe soit résoluble, il est nécessaire et suffisant que tous
ses facteurs de composilion soient des nombres premiers ; or si on
a un groupe transitif de degré premier p, tous ses sous-groupes in-
variants sont transitifs et ont par suite pour ordre un multiple de
p; doncle dernier des groupes de la série de composition a pour
ordre un multiple de p ; cet ordre est d’ailleurs le facteur de compo-
sition correspondant (puisque la série de composition se termine par
la substilution identique) ; donc ce derniergroupe de la série de com-
position est d'ordre p; comme il est transitif c'est un groupe
cyclique d’ordre p.

Le probltme se¢ trouve donc ramené au suivant : Déterminer tous
les groupes de degré p dont la série de composition se termine par
une substitution circulaire d'ordre p.

Pour résoudre ce probléme il est commode d'introduire une
notion nouvelle et qui acquiert en arithmétique une grande impor-
lance, celle de la représentation analytique des substitutions.
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86. Considérons p lettres z,, 3, ..., , (nous ne supposons pas
d'abord que p soit un nombre premier ; cette hypothése sera intro-
duite tout a I'heure), et soit

T oT, ... I,

T, Ty ... Ty
une substitution de ces p lettres, les lettres =z, #,..., X ne repré-
sentent pas autre chose que les nombres 4, 2, ..., p pris dans
un ordre différent. Nous savons construire une fonction #(z), de
degré au pluségald p —1, quiprendpour z=1,2,...,p les
valeurs «, 8, ...,A; sil'on pose en effet

e(2) =z —1)(z—2) ... (z—),

ag(z) Be®) ..
G—1e()  @—2¢@
Les coefficients de cette fonction ne sont pas nécessairement entiers;
on peut, 4 l'aide d’une convention simple et naturelle, s'arran-
ger pour qu'ils le soient. Les indices que nous considérons ne
peuvent prendre que les valeurs 1, 2,...,p; les autres valeurs
n'ayant pas de sens, nous sommes libres de leur donner tel sens
qu'il nous plaira et de convenir, par exemple, que deux indices
congrus suivant le module p seront considérés comme équivalents.
Dés lors nous pouvons, a I'expression analylique %(z), qui repré-
sente des indices, ajouter ou retrancher un multiple de p et il est
facile de voir, d’aprés les remarques faites dans la théorie élémen-
taire des congruences, qu'on peut ainsi s'arranger de maniére que
tous les coeflicients soient divisibles par p. D'ailleurs la simplifi-
cation peut se faire d’'une maniére immédiate, dans le cas ou p est
premier, en utilisant le théoréme de Fermat et les propositions
établies sur le calcul des fractions (mod. p).

On a en effet

I'on a

‘b(z) =

) eE)=3r—3 (mod. p),
et par suite

oz) = —1 (mod. p).
d’ou I'on conclut ,
. b
&b = N —— ee . .
B=s6[ g+ Ly my] medn
Le polynome ¢(z) est de degré p — 1 en z; calculons le coel-
ficient de z#': c'esl évidemment

pip—1),
2 y

THEORIE DES NOMBRES 29

a4+B4+A =442+ 4p=



306 ALGRBRE SUPERIEURE

p élant un nombre premier impair, ce nombre est divisible par p ;
®(z) est donc congru (mod. p) & un polynome de degré p— 2 aun
plus. C'est 12 une propriété trés importante des polynomes a coefli-
cients entiers qui peuvent représenter des substitutions ; mais cette
propriété ne suffit pas & les caractériser. M. Hermite a démontré
une proposition plus compléte : considérons une fonction #(z) et
ses p— 2 premiéres puissances; ce sont des polynomes en z
dont nous pouvons abaisser le degré au-dessous de p a l'aide de
la congruence identique
=z (mod. p).

Soient (z), 9s(3), ..., ¢,_s(3) les polynomes de degré p —14
ainsi obtenus. Le théoréme de M. Hermile est le suivant : Pour
que ®(z) représente une substitution, il faut et il suffit que dans chacun
des polynomes 9y, 93, .. , 9,3, le coefficient de z*' soit congru a
zéro (mod. p).

Soit en cffet

?m(:) = [q,(z)]m = Am -+ B,,.:+sz’ + - +L,,.z"" (mod. p);
donnons & z les valeurs successives 1,2, ..., p et ajoutons les
relations obtenues ; on aura

3[®(z)]" = pAn+ Bp2z + G222 + - + L, 227! (mod. p).

Mais les sommes 2zf = 4+ 204 ... +p' sont toules con-
grues a zéro (mod. p) tant que i est inférieur & p —1. Pour
i=p—1, ona %'=p—1 (mod. p), car pour z différent
de pona zr!'=1(mod.p) etpour z=p, z'=0.

1l reste alors
S[P(z)" = (p—1)Lnm (mod. p).

D'autre part, d’aprés I'hypothése faile sur ®(z) les termes de
Y[®(z)]" sont, & 'ordre prs, ceux de la suite ¥z™, donc

YeE)m=0 (mod. p).
On peut donc ¢n conclure L, = 0 (mod. p)
pour m=20,1,2, ...,(p—92).
Réciproquement, si les coeflicients L, Ly, ..., L, sont congrus
4 zéro suivant le module p, les expressions
G,  S[e@EP, ..., Z[e@E)r
le seront également.
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La congruence qui aura pour racines (1), #(2), ..., ®(p) aura
donc tous ses termes nuls (mod. p) sauf le premier, et se réduira a

Z»—al =0 (mod. p).
Mais les racines de cette congruence satisfont aussi d'aprés le
théoréme de Fermat & la congruence
-1
et par suite & l1a congruence
(z—1)Z =0 (mod. p)
Le nombre « ne peut différer de 1'unité, sans quoi le polynome
#(z) de degré (p — 2) s'annulerail suivant le module p pour les
p valeurs 4,2, ...,p. Donc a=1 et les quantités
(1), ¥2), ..., ®(p)
sonl respectivement congrues aux nombres 1, 2, ..., p.
A l'aide de ce théoréme, on peut trouver aisément les fonc-
tions @(z) propres a représenter une substitution ; on facilite cetle

recherche en remarquant que si ®(z) représente une substitution, il
en est de méme de

0 (mod. p)

®(az + b) + ¢,
a, b, ¢ étant des constantes ; ceci permet de simplifier la forme des
fonctions cherchées ¢(z), en profitant des arbitraires a, 6, ¢; on les
rétablira ensuite pour avoir la solution générale. Mais nous ne vou-
lons pas traiter celte question intéressante et encore incomplétement
étudiée ; pour plus de détails & ce sujet, nous renverrons au mé-
moire de M. Hermite (Annales de Tortolini).

87. 11 est facile d’exprimer analytiquement qu'un groupe, formé
des substitutions ¢(z) [i=1,2,...,7] reste invariant par une
substilution f(z); il est clair que I'on doit avoir identiquement

f1%3)) = eilf(3)] (mod. p),
¢ étant un indice quelconque el & dépendant de :. Proposons-nous
de chercher tout d’abord un groupe admettant comme sous-groupe
invariant le groupe G formé des puissances d'une substitution cir-
culaire d'ordre p. Si on écrit celte substitution

(@1, &3y o 00y Tp),

elle est représentée analytiquement par la fonction 2z +1, ou,
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suivant un usage assez général, par la notation
(z|z4+1).

Ses puissances successives sont
(z]z+1),

(z]lz4+p—1.
11 s’agit de trouver dans quel groupe H ce groupe G peut étre
invariant ; soit f(z) une substilution du groupe H; on doit avoir,
d’aprés une remarque faite plus haut,

fE+1) = [G)+a,

. a ne dépendant pas de z; en changeant successivement z en
i+1, z+2, ..., z+ 2 on obtient

[ +2) = f(z-+1)+a = f(z) + 2a,
fz+2) =fit+z—1)+a = f(z)+ 2a;
d'ol, en faisant z =0, f(0)=b:
flz) = ax+b.

Le groupe H ne peut done renfermer que des substitutions de la

forme
(z ] az+b),

c'est-d-dire des substlitutions linéaires. Supposons a différent de
I'unité, de manicre 4 avoir des substitutions diftérentes de celles
dont nous sommes partis ; il est aisé de déterminer I'ordre d’une
substitution de cette forme, c’est-a-dire I'exposant de la premiére
puissance de cette substitution qui se réduit a la substitution iden-

tique. Soit en effet
s = (3| az+b);
on a
$*=(z]a(az+b)+b) = (3| a®>z+ab+b).

De méme
"= (z | az+a"'0+a" 2+ -+ ab+b).
Pour que s" se réduise & la substitution identique, il faut et il suffit
que l'on ait
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a" =1 (mod. p),
bla '+ a4 - +a+1)=0 (mod. p).
Si, comme nous le supposons, a est différent de 1, la premicre
congruence entraine la seconde et 'on voit que la valeur cherchée
de n est 'exposant auquel appartient a relativement au nombre
premier p. L'ordre des substitutions dans lesquelles a differe de
I'unité est donc inférieur a p.

Il est maintenant facile de continuer, c'est-d-dire de rechercher
dans quel groupe H' le groupe H peut étre invariant; soit o
une substitution de H’, la transformée par s d'une substitution
d’ordre p de H est encore d'ordre p et de plus appartient & H,
puisque H est invariant ; mais nous venons de voir que les seules
subslitutions d'ordre p de H sont les substitutions de G; donc G
est invariant dans H’ (*). Don¢c H' ne renferme que des substitu-
tions linéaires. Le groupe d'une équation résoluble de degré pre-
mier se compose donc exclusivement de substitutions linéaires.

88. Nous allons démontrer la réciproque, en faisant voir que les
facteurs de composition d’un tel groupe sont nécessairement pre-
miers. Il est clair d’abord que toutes les substitutions linéaires
(3] @z + B) forment un groupe et que 'ordre de ce groupe est
p(p —1), puisque I'on peut donner & a et B toutes les valeurs
incongrues (mod. p) sous la réserve que a est différent de zéro
(mod. p).

Désignons par ¢ une racine primitive {mod. p) et par s et ¢ les
deux substitutions, d'ordres p et p —1,

(z]z2+1), (s)

(3| g3). ()
I1 est aisé de voir que toutes les substitutions du groupe peuvent
se mettre d'une maniére et d'une seule sous la forme, ¢, dans la-
quelle on donne & a p valeurs incongrues(mod. p)etd b, p—1
valeurs incongrues (mod. p — 1). On voit ainsi une fois de plus
que le groupe se compose de p(p — 1) substitutions distinctes.

(*) Remarquons en passant que dans une série de composition quelconque, cha-
que groupe est par définition un sous-groupe invariant du précédent, mais non de
tous les précédents.
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Pour connaitre complétement la structure du groupe, il nous reste
a savoir comment ces substilutions se composent entre &lles.
11 suffit, pour cet objet, de vérifier I'identité

so.fb — b s

En effet, s* remplacc z par z-+a, el ¢ remplace z-+a par
¢’z +a); le produit s°t® remplace donc z par g’z +ag®; on
voit de suite que %" produit le méme effet.

Inversement, I'on a

tbss = g0

puisque gt=1 (mod. p).

Il est maintenant facile de mettre sous la forme s°¢ le produit
d'un nombre quelconque de substitutions données sous cette forme ;
I'on a immédiatement

SO s = ga((bem )Y = gasa'oP I TP — gabatTITd pbb,

Le point capital a retenir, point d’ailleurs & peu prés évident a priori,
c'est que 'exposant de ¢ dans le produit est égal & la somme des
exposants de ¢ dans les facteurs ; il en résulle que, si dans un pro-
duit d'un nombre quelconque de substitutions on change I'ordre
des facteurs, I'exposant de s peut seul étre modifié dans le produit ;
celui de ¢ reste invariable. Donc u et v désignant deux substitu-
tions quelconques du groupe G, ona, k étant un entier déterminé,
uv = skou,
ce qui peut s’écrire
uou™! = sk,
Donc, tout sous-groupe dont fait partie la substitution s est inva-
riant dans le groupe G (et par suite a fortiori dans tous les sous-
groupes de G qui le renferment); car v étant une substitution de
ce sous-groupe, la transformée s*v de v par une substitution quel-
conque u de G en fait aussi partie.

11 suffit donc, pour montrer que les facteurs de composition de G
(et aussi de tout sous-groupe de G renfermant s) sont des nombres
premiers, de constater que tout sous-groupe de G renfermant s
admet un sous-groupe d'indice premier (renfermant aussi s). Les
sous-groupes que nous considérons renfermant tous la substitu-
tion s peuvent étre classés d’aprés les exposants que peut avoir la
substitution ¢ dans leurs diverses substitutions. Il est clair que si
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un groupe renferme la substitution ¢4, il renferme toutes les substi-
tutions de la forme ¢™2; le nombre de celles de ces substitutions
qui sont distinctes est évidemment égal au quotient de p — 1 par
le plus grand commun diviseur de a etde p —41; on en conclut
qu’a tout diviseur d de p —1 (p—1 = md) correspond unsous-
groupe de G d’ordre mp, formé des substitutions

@ e md — |

et de leurs produits par les diverses puissances de s. Dailleurs il
est clair que si d' est un diviseur de d, le sous-groupe correspon-
dant & d' renferme le sous-groupe correspondanta d. On en conclut
que les facteurs de composition de G sont les facteurs premiers de
p — 1 dans un ordre arbitraire, et le nombre p {%).

Done, pour qu’une équation irréductible de degré premier soit réso-
luble, il faut et il suffit que son groupe ne renferme que des subslitu-
tions de la forme

. (z | az 4+ B).

Ces équations sont dites équations métacycliques ou équations

de Galois.

89. L'étude des équations de degré composé est beaucoup plus
difficile, car la représentation analytique des substitutions, qui
nous a été si utile, devient moins simple; on est en effet obligé,
dans le cas le plus simple ou le degré de 1'équation est une puis-
sance p* d’'un nombre premier, soit de prendre pour indices les p°
valeurs incongrues d’une imaginaire de Galois, racine primitive de
la congruence

W= (mod. p),
soit d’affecter chaque racine de v indices, dont chacun prend p va-
leurs incongrues (mod. p). C’est encore plus compliqué lorsque le

degré n’est pas une puissance d'un nombre premier. Aussi n'entre-
rons-nous pas dans cette étude, nous contentant de renvoyer aux

(*) Remarquons que, si I'on a démontré que le passage d'une série de compo-
sition A une autre permutait les facteurs de composition, on n'a nullement
prouvé que toute permutation de ces facteurs pouvait étre ainsi obtenue, ce
qui n'est d'ailleurs pas exact; nous signalons ici 'arbitraire qui subsiste dans
leur ordre, dans le cas particulier considéré.
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savantes recherches de M.Jordan (*). Nous démontrerons seulement
le théoréme qui a servi de base a ces recherches et qui est da a
Galois; ce théor¢cme met d’ailleurs en évidence la constitution du
groupe d'une équation résoluble, aussi tenons-nous a le donner:

Pour gqu’une équation soit résoluble, il faut et il suffit qu'on puisse
dériver son groupe G d'une échelle de substitutions 1, a, b, ..., 1 telles
que : 1° le groupe dérivé d'un nombre quelconque des premiéres
1,a,b,...,h soit un sous-groupe invariant de G; 2° la premiére puis-
sance de chacune des autres k...l qui soit contenue dans ce sous-
groupe soit de degré premier.

Soit N lordre du groupe G de I'équation; désignons par
G, H,I...M,1 une suite de composition de G et soient X, , ..., p les
facteurs de composition, qui sontici des nombres premiers. Soient
hy, hy, ..., ki les substitutionsde H, g une substitution de G ne
faisant pas partie de H, g¢° la premiére puissance de g qui appar-
tienne 4 H. Le groupe G, dérivé de la combinaison de ¢ avec H

. N . . s g . 1)
aura évidemment « . T substitutions distinctes, puisque l'ordre

N
de H est 3 Mais G, est contenu dans G, donc l'ordre de G, doit

diviser Fordre N de G, ce qui exige, puisque A est premier, a=2.

Donc G résulte de la combinaison de H, sous-groupe invariant
de G, avec g, et la premiére puissance de g contenue dans H est
d’ordre premier ).

On voit de méme que H résulte de la combinaison d'un de ses
sous-groupes invariants I avec une substitution f, telle que la pre-
miére puissance de f contenue dans 1 soit d'ordre premier p,
etc...

Réciproquement, si G résulte de la combinaison des substitutions
1,a,b,. .,/ vérifiant les conditions énoncées au théoréme, on aura
unec suite de groupes, d’ordres

N N
) T, ma ceey
A, &, ... étant premicrs et chacun de ces groupes étant un sous-groupe
invariant du précédent ; A, i, ... sont donc les facteurs de compo-
sition de G, et comme ils sont premiers, I'équation correspondante
sera résoluble.

N

(*) Traité des Substitutions.
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90. Nous allons examiner ici le cas ou le groupe de l’édua-
tion donnée est le groupe symétrique, c'est-d-dire ou I'équation
proposée est générale : nous allons chercher & déterminer la suite
de composition du groupe symétrique ; nous trouverons ainsi &
quelle condition I'équation générale est résoluble.

Considérons donc le groupe symétrique G,, et désignons par H
un sous-groupe invariant de G,,. D'aprés la définition méme d'un
sous-groupe invariant, si le groupe H contient une substitution &,
il contient également les transformées de & par les substitutions
de G, c'est-a-dire toutes les substitutions semblables & A.

Soit alors A une substitution de H; ou bien elle renferme des
cycles de plus de deux lettres, ou clle ne renferme que des cycles
de deux lettres. Placons-nous dans le premier cas et mettons en
évidence I'un des cycles de plus de deux lettres en écrivant

h = (223 .... ). K,
k' étant une substitution des lettres qui ne figurent pas dans ce
cycle.

Soient maintenant 8,, B, fs troislettres quelconques ; considérons
les deux substitutions

k] = (Bgﬁ.@g‘{ ..... ).k,

ky = (ﬁapipﬁ ..... ) k,

qu'on obtient en mettant d'une part au lieu de &, 2,, a; les trois
lettres B,, By, B: ou By, By, By, et d’autre part en remplagant dans
kh toutes les autres lettres d'unc maniére quelconque, la méme
pour k4 et k. Ces deux substitutions k et &, sont par construc-
tion semblables & k; elles appartiennent done & H et il en est de
méme du produit k;.A;' qui se réduit visiblement & la substitution
circulaire (B,8:;).

Le groupe H contient donc une substitution circulaire quelconque
de trois lettres.

Plagons-nous ensuite dans le second cas ol tous les cycles de A
sont de deux lettres (ou transpositions) et supposons gue n soit supé-
rieur a quatre. -

D’abord on doit supposer que % contient plus d'un cycle, car si A
contient une transposition, il les contiendra toutes et par suite sera
identique & Gy,.

Soit donc  h = (%,%)(8,f;).#', en mettant en évidence deux trans-
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positions ; désignons par ¥y, Ys, Y3, Y, quatre lettres quelconques et
considérons les deux substitutions

k= (nna)(vvs) &,
k= (YlYa)(YiYs)'kv
déduites de A comme il a été dit précédemment. Le groupe H con-

tient &, et k;, donc aussi Ak = (111.)(Ye7a)-
11 contient donc également la substitution

ks = (Y175 (vava),
Ys étant une cinquiéme lettre arbitraire, et par suite le produit
kikstks = (1144Y3)s
c'est-a-dire comme précédemment une substitution circulaire de
trois lettres quelconques. Nous pouvons donc affirmer que, dans
tous les cas, n étant supérieur & 4: Tout sous-groupe invariant du

groupe syméltrique contient toutes les substitutions circulaires de trois
lettres.

94. Nous sommes ainsi amenés & rechercher quels groupes peu-
vent renfermer toutles les substitutions circulaires de trois lettres;
ce qui précéde montre qu'ils renferment aussi le produit de deux
transpositions quelconques [on a :  (2,2,%5) (2,252,) = (212,) (2273)] ;
ils renferment donc toutes les substitutions qui sont le produit d'un
nombre pair de transpositions. Or, il est aisé de voir que toute
substitution peut étre décomposée en un produit de transpositions
(pouvant avoir des lettres communes); cette décomposition est
d'ailleurs possible d’'une infinité de manidres, mais la parité du
nombre de transpositions est invariable: on peut le montrer de bien
des maniéres (*). Considérons, par exemple, la fonction déja étudiée

S = (ry—x5)wy —x5) ... (1y— )

(22— ) ... (3 —2a)

(g — n).

11 est facile de voir que I'effet d'une transposition est de changer

(*) Une démonstration est basée sur la division des permutations en deux classes.
que 'on effectue dans la théorie élémentaire des déterminants
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[

le signe de &; donc une substitution se compose d'un nombre pair

-~

ou impair de transpositions suivant qu'elle laisse 8 invariant ou
, . N n! el
qu'elle change son signe. On reconnait ainsiqu’il y a 3 substitutions

qui se composent d'un nombre pair de transpositions; elles forment
un groupe dont & est un invariant caractéristique; ce groupe a
ét6é nommé groupe alterné et ses invariants caractéristiques sont
appelés fonctions alternées. Il résulte donc de ce qui précéde que :
Le seul sous-groupe invariant du groupe symétrique est le groupe
alterné ; son indice est égal & deux.

92. Nous connaissons déja le premier terme de la suite des groupes
que nous cherchons a former, il s’agit maintenant de rechercher
les sous-groupes invariants du groupe alterné. Ceci va étre trés
facile en appliquant un procédé analogue 2 celui qui nous a conduit
au premier résultat.

Soit H un sous-groupe invariant de G, ; d'abord H comme

. . ’ . .
G,, ne pourra renfermer que des substitutions paires. Parmi toutes

se’s substitutions, considérons-en une de celles qui modifient le
moins de lettres et décomposons-la en cycles; dans aucun cycle il
ne pourra y avoir plus de trois lettres.

Si on avait en effet h = (qym253, ...). ¥, 1a transformée de A
par la substitution (ay2,2,) quiappartient 3 G,, appartiendrait aussi

aH. !

Soit k cette nouvelle substitution : k = (a252,2, ..). A'; le
produit A='k = (2424, ...) ... appartient encore & H; or il ne
renferme plus ni «, ni les letires de &', c'est-a-dire modifie moins
de lettres que h, contrairement a I’hypothése. Donc il est nécessaire
que A soit composée de cycles d’au plus trois lettres.

Comme la substitution h est paire, elle renfermera un nombre
quelconque de substitutions circulaires de trois lettres et un nom-
bre pair de transpositions. On peut d’abord y supposer les trans-
positions disparues, car elles n'existent plus dans A? qui contien-
drait moins de lettres que 4, et qui, si k renferme une ou plusieurs
substitutions circulaires, ne se réduit pas A la substitution iden-
tique.

On a donc simplement 3 examiner le cas ol & se compose d'un
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nombre pair de transpositions et celui ou cette substitution con-
siste en permutations circulaires de trois lettres.
Soit dans le premier cas

h = (xa;) (Bif2) b';

transformons A par la substitution (%%f,) qui appartient au
groupe alternéd; nous obtenons la substitution 4 :
k= (0B )@y Bo) ',

qui appartient aussi & H; il en est donc de méme du produit Ak,
c'est-d-dire de (a1fy) (2B;). Donc la substitution & ne doit contenir
que deux transpositions et il est alors évident qu'en la transfor-
mant par toutes les substitutions de méme forme, qui se trouvent
en effet dans G,, on obtiendra toutes les substitutions formées de

deux transposizions. Le groupe H qui doit les contenir toutes est
donc identique avec le groupe alterné.

Soit de méme, dans le sccond cas,

h = (aiay2s)(3:18aBa) . X',
en supposant que h contienne au moins deux substitutions circu-
laires de trois lettres. Transformons A par la substitution (=a,8,);
nous obtenons

k = (aaBys) (a:Bafs). W',
qui appartient & H ainsi que kh = (%,8,Bsa:8,). A"

Mais cette derniére substitution contient une lettre «, en moins
que k, donc il est nécessaire que k ne contienne qu'une substitu-
tion circulaire de trois lettres.

Soit donec  h = (x;ma;) el By, fs, s trois lettres quelconques;
on peut transformer 3 'aide d'une substitution du groupe alterné
en (BifsBs). 1l suffit en effet de transformer par 1a substitution

k= (ufyy)
y différant de «, 23, ay, B;, pour obtenir (B,2,2;) & laquelle on appli-
querait un procédé analogue. Donc le groupe H contient toutes les
substitutions circulaires de trois lettres, c’est-A-dire se confond
avec le groupe alterné.

Nous arrivons donc & ce résultat que le groupe alterné ne posséde
pas de sous-groupe invariant ; en d'autres termes : Le groupe alterné
est simple.

Il résulte immédiatement de 14 que la suite de composition du
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groupe symétrique de plus de quatre lettres est formée du groupe
symétrique, du groupe alterné et de la substitution identique.

Le groupe alterné est d'indice premier 2 dans le groupe symétri-
que; mais comme !’indice de la substitution identique dans le
n!

groupe alterné est 3

et que ce nombre est composé, on peut dire
que :

L'équation générale d’ordre nn’est pas résoluble lorsque n est supé-
rieur a 4.

Il est facile de vérifier d'ailleurs que pour n < 4 le groupe sy-
métrique a des facteurs de composilion premiers; pour n =4
on peut choisir les groupes suivants pour la série de composition :

1¢ le groupe symétrique, d'ordre 24;

2° le groupe alterné, d'ordre 412 et par suite d'indice 2;

3° le groupe H formé des substitutions

i ' (I|.1‘;)(T3-T‘), (xlxﬂ)(‘tﬂg)i (-1'11' ‘)(-1'21‘3).

et par suite d’ordre 4 et d’indice 3 dans le précédent;
4° le groupe H, formé des substitutions

" (2,1‘,)(1‘33“),

d'ordre 2 et d'indice 2 dans le précédent ;
$° la substitution identique, d’indice 2 dans H;.

93. On voit que lec groupe simple qui s'offre immédiatement & nous,

aprés les groupes cycliques, est le groupe alterné de 5 lettres; il

.2.3.4.5 .
est d'ordre % = 60; on le nomme groupe de I'icosac-

dre parce qu'il est isomorphe au groupe des déplacemenls que
I'on peut effectuer sur un icosaédre régulier pour le faire coin-
cider avec lui-méme; cetle coincidence est possible de 60 maniéres
différentes puisque l'icosa¢dre a 20 faces triangulaires et que I'on
peut par suite faire coincider une face déterminée avec une face
quelconque de trois maniéres différentes; les déplacements qui réa-
lisent cette coincidence forment évidemment un groupe, lequel est
d’ordre 60. Pour démontrer son isomorphisme avec le groupe alterné
de 5 lettres, on remarque que les 13 droites qui joignent au centre
de l'icosaédre les milieux de ses trente arétes forment 5 triedres
trirectangles ; et que si I'on numérote ces tricdres 1, 2, 3, 4, B, a
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tout déplacement de l'icosaédre correspond une substitution du
groupe alterné effectuée sur ces numéros, et réciproquement. Nous
laisserons ce point & démontrer & nos lecteurs et nous les renver-
rons pour plus de détails sur le groupe de l'icosaédre & Pintéres-
sant ouvrage de M. Klein (*). Nous avons voulu seulement donner
une idée de la complication qu’atteint I'étude directe des groupes
non cycliques, méme dans le cas ou on est aidé par une interpré-
tation géométrique relativement simple. Nous justifions ainsi, & un
point de vue purement abstrait, le nom de résolubles qui a été donné
aux équations dont le groupe est un produit de groupes cycliques.

(*) Vorlesungen tber das Icosaeder und die Auflosung der Gleichungen vom
finflen Grade.



CHAPITRE Vi1

APPLICATIONS — CONCLUSION

I. — Equations normales.

94. Nous avons dans les pages qui précédent étudié d'une ma-
niere précise la symétrie que présente I'ensemble des relations ra-
tionnelles entre les racines d'une équation irréductible quelconque ;
nous avons déduit de cetle étude les diverses maniéres de parvenir
a une expression explicite de ces racines a I'aide d'autres nombres
algébriques bien déterminés, c'est-d-dire les diverses maniéres de
résoudre algébriquement 1'équation. Les résultats obtenus prennent
une forme particuliérement simple lorsque I'équation que I'on con-
sidére est une équation normale : il est clair, en effet, que toutes les
ratines d'une telle équation

F(z) =0
s'exprimant rationnellement au moyen de I'une d’entre elles g, toutes
leurs fonctions rationnelles sont des fonctions rationnelles de §; d'out
il résulte que toute réduction possible du groupe de I'équation peut
étre obtenue en introduisant dansle calcul des fonctions rationnelles
de ¢, lesquelles sont toutes les racines d'une équation irréductible a
ceeflicients entiers. Si I'on observe que toutes ces racines peuvent
s’exprimer rationnellement & 'aide d'un nombre algébrique normal,
qui en est une fonction linéaire a coefficients entiers, on en conclut
qu’il suffit, pour obtenir la méme réduction du groupe, d'introduire
dans le calcul ce nombre algébrique normal, qui est visiblement
fonction rationnelle de {. Nous sommes donc amenés & rechercher
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les moyens de réduire le groupe d'une équation normale par I'intro-
duction dans le calcul d'un nombre algébrique normal, fonction ra-
tionnelle de I'une de ses racines.

Nous complétons ainsi un résultat essentiel obtenu dams le
Chapitre IV ; nous y avons en effet établi qu'on doit rechercher parmi
les nombres algébriques normaux les symboles-types qu’il est nécessaire
d’introduire dans le calcul pour que toute équation irréductible ait un
nombre de racines égal a son degré ; on voit ici que l'édtude de la na-
ture algébrique de chacun de ces nombres, ou de la réduction du
groupe de 'équation normale qu'il vérifie, n'exige que la considéra-
tion de nombres algébriques normaux qui en sont des fonctions ration-
nelles. C'est celte étude que nous allons aborder directement.

95. Soit donc F(z) =0 une équation normale irréductible de
degré n, dont les coefficients pecuvent méme étre supposés entiers,
le premier d'entre eux étant I'unité ; désignons par § I'une de ses
racines ; on obtiendra toutes ces racines,

ME) =T, 25(8), cees ML), )
qui sont des polynomes en % & coefficients entiers, en décomposant
dans le domaine algébrique [{] le polynome F(z) en ses facteurs
irréductibles.

Considérons alors une fonction entiére de { & coefficients entiers
4(%) ; les diverses expressions ¢(A\(%)) peuvent étre distinctes ou non:
lorsqu'elles le sont, { peut s’exprimer & l'aide de ¢({) sous forme
de polynome entier a coefficients entiers, les enliers algébriques §
el ¢(¢) sont des nombres algébriques de méme nature et I'étude de
I'équation irréductible que vérifie ¢({) est équivalente a celle de I'é-
quation donnée. Dans le cas contraire, le nombre p des détermina-
tions distinctes de ¢((%)) est un diviseur de n; soient n = p.q,

et
2:(8), (%), con #,(%)

ces déterminations distinctes ; chacune d'elles reste invariante par
¢ transformations de la forme [§, A(Z)], lesquelles forment néces-
sairement un groupe.

Ces groupes, en nombre égal & p, sont précisément ceux que nous
avons nommeés groupes conjugués dans le groupe G, formé par toutes
les transformations [§, %;({)]; on pourraitl en établir ici directement
les principales propriélés. Pour que I'entier algébrique ¢ (%) soit nor-
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mal, il est nécessaire et suffisant que ces p groupes coincident;
o(%) est alors un invariant caractéristique d'un sous-groupe incariant
H du groupe G. L'équation irréductible que vérifie (%) est de degré
p et le groupe de cette équation normale est le groupe d'ordre p
formé des substitutions que subit la suite 9, 95, ..., 9, par les
transformations (g, A; (§)]. '

Supposons que I'on introduise dans le calcul I'entier algébrique
¢(¢); le polynome F(z) peut étre décomposé dans le domaine
algébrique ainsi obtenu en p facteurs irréductibles, tels que chacun
d’eux demeure invariable par les transformations du groupe H. Ces
facteurs égalés & zéro donnent visiblement des équations normales
dont le groupe dans le domaine [¢(%)] est précisément H; on passe
d’ailleurs de I'une d'entre elles A toutes les autres par des transfor-
tions %, X; (§)]; il suffit par conséquent d’en étudier une seule.

Nous voyons ainsi que pour étudierune équation normale de degré
Pq, dont le groupe G admet un sous-groupe invariant H d'ordre g¢,
il suffit d'étudier successivement deux équations normales : la pre-
miére d'ordre p dont le groupe est le quotient de G par H, désigné
plus haut par G | H, la seconde d’ordre ¢ dont le groupe est le sous-
groupe H lui-méme.

Cette méthode de réduction peut évidemment étre appliquée &
chacune des deux équations normales qu'on vient d'obtenir, et I'on
pourrait continuer ainsi jusqu'a ce qu'on parvienne & des équations
simples, c'est-a-dire dont le groupe n'admet point de sous-groupe
invariant. L'étude de la décomposition du groupe G, faite dans le
chapitre précédent, fournit un procédé plus régulier pour obtenir le
méme résultat. l est clair en effet, que si nous connaissons une
suite de composition de G :

G, H, 1, J, ..., 1,

il suffit de choisir le groupe H comme premier sous-groupe inva-
riant pour que I'équation dont le groupe est G | H soit simple, d'aprés
la définition méme d'une suite de composition. Il suffira ensuite
d’appliquer la méthode a I'équation dont le groupe est H; on choisira
pour cela le sous-groupe I, invariant maximum dans H, et on con-
tinuera de méme.

On obtiendra donc & chaque opération une équation normale simple ;
ces équations normales se présentent d'ailleurs dans un ordre tel

THEORIE DE® NOMBRES 21
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que les coefficients de chacune d'elles soient fonction entiére des
racines des précédentes.

Tout entier algébrique normal peut ainsi s'obtenir par lintroduction
successive, dans le calcul, d’entiers algébriques normauz, racines d’équa-
tions normales simples.

On peut observer que les groupes de ces équations normales sim-
ples sont précisément les groupes facteurs de G; on en conclut que
ces groupes sont déterminés lorsqu'on donne G et ne dépendent
pas du procédé particulier employé pour les former, procédé qui ne
peut faire varier que l'ordre dans lequel ils se présentent.

L'étude d'un domaine algébrique quelconque se trouve ainsi
ramenée 4 I'étude successive d'un certain nombre d'équations nor-
males simples, dont les groupes sont fixés lorsqu'on donne le do-
maine.

96. Nous venons de voir que, dans le cas des équations normales,
a toute réduction du groupe correspond une décomposition de
I'équation en facteurs, exactement équivalente. Il n'en est pas tou-
jours de méme dans le cas général; il peut arriver que I'introduc-
tion dans le calcul d'un nombre algébrique réduise le groupe d'une
équation non normale, sans pour cela la rendre réductible; nous
allons préciser les conditions dans lesquelles un tel fait peut se
produire. 11 est clair qu'une équation irréduclible ne peut devenir
réductible que si son groupe est réduit 8 I'un de ses sous-groupes
invariants intransitifs. Or nous avons vu (83) que lorsqu'un groupe
G admet un sous-groupe invariant intransitif, G est imprimitif. La
décomposition en facteurs d'une équation ne pourra donc se pro-
duire que lorsqu'il se trouve dans l'une des suites de composition
de son groupe, un groupe imprimitif. Nous allons voir d'ailleurs que
dans ce cas, on peut effectivement réaliser cette décomposition.

Etudions en effet 1a résolution des équations a groupe imprimiltif ;
désignons par Ap le degré de I'équation et supposons que ses
racines se classent en ) systémes dimprimitivité, comprenant
chacun p racines :

Tyy Ty eeey Ty

Yy Yy ooy Ypo
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le nombre des lettres x, v, ..., v élant égal & X. Par hypothése le
groupe G de I'équation se compose de substitutions de la forme st¢,
les substitutions s portant sur les indices 1,2, ..., ¢ des letlres
x, y, ..., v etles substitutions ¢ permutant entre elles ces lettres
z, vy, ..., v sans toucher & leurs indices ; les subslilutions s for-
ment d’ailleurs un groupe S de degré u et les substitutions ¢ un
groupe T de degré XA : l'ordre de G est égal au produil des ordres.
des groupes S et T, ordres que nous désignerons par o et . -
Soit X une fonction symétrique quelconque des lettres

Zy, 1‘,, ceey -'l',”
Y la méme fonction symétrique des lettres

Yoo Yar o o9 Yus
etc..., V la méme fonction symétrique des lettres v.
11 est clair que la fonction
o(z) = 3—X)z—Y) ... (z—V)

reste invariable par les substitutions du groupe G ; elle s’exprime
donc rationnellement au moyen des coefficicnts de 'équation pro-
posée ; c'est-a-dire que les expressions X, Y, ..., V sont racines
d’une équation de degré A a coefficients ralionnels. Il est facile de
voir que le groupe de cetlc équation est précisément lc groupe T,
car les fonctions rationnelles de ses racines invariables par les
substitutions de T sont précisément les fonctions rationnelles des
racines de la proposée invariable par les substitutions de G.

D’autre part, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, il est tou-
jours possible de choisir la fonction symétrique X de maniére
que toutes les fonctions symétriques des x s’exprimenl rationnelle-
ment au moyen de X ; dés lors les fonctions symétriques des y
s'expriment rationnellement de la méme maniére au moyen de Y, etc.
On en conclut que I'on a :

(x—z)(x—25) ... (x—2,) = F(z, X),

Y—y)y—ys) - (y —3) = Fly, Y),
w—ov)v—v) ... (v—v)=F@ V),
en désignant par F{z, X) une fonction enti¢re de = et de X; d'ail-
leurs lorsqu'on adjoint X, lc groupe de 1'équation
Flz, X) =0
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est précisément le groupe S; on le voit comme précédemment.
On conclut immédiatement de 12 que l'équation proposée peut
s'écrire
F5 X)FE Y) ... F¢, V) =0.
Son premier membre est le résultant des premiers membres des équa-
tions
ez) =0,
ORI
(¢ 2) =0;
la premitére de ces équations est de degré A et son groupe est
d’ordre = ; la seconde est de degré u et son groupe d'ordre o.

La réciproque de cette proposition est immédiate : toute équation
résultant d'un tel calcul a son groupe imprimitif et constitué
comme nous venons de le voir au moyen des groupes des équa-
tions (a).

II. — Equations abéliennes.

97. Nous avons appelé groupe abélien un groupe dont les substi-
tutions sont échangeables entre elles; il résulte de cette définition
que tout sous-groupe d'un groupe abélien en est nécessairement
un sous-groupe invariant. On peut prévoir que cette propriété sim-
plifiera I'étude de la structure du groupe et I'on est ainsi amené a
considérer une classe importante d'équations normales, celles dont
le groupe est un groupe abélien.

Les résultats acquis dans le paragraphe précédent relativement
au groupe d'une équation normale nous permettent alors de dire
qu'une équation irréductible

f(z) =0,
est abélienne lorsque : 1° ses racines s’expriment en fonction
ralionnelle de I'une d’elles x,, c’est-a-dire que I'on a
Ty = 95(), Ly = Pay), ... ;
2’ les fonclions ¢ définies par les égalités précédentes vérifient
les relations
2a[25(@1)] = @s[¢a(:)).
Il importe de remarquer que 'on n'a pas nécessaircment d'une

fagon identique '
vales(@)] = esloa(2)];
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il suffit que cette égalité ait lieu lorsqu'on remplace x par une ra-
cine 2, de I'équation considérée.

La définition précédente pourrait s’étendre a des équations réduc-
tibles, mais nous allons montrer que I'on peut se contenter d'étu-
dier les équations abéliennes irréductibles, car les facteurs irréduc-
tibles d'une équation abélienne sont des équations abéliennes.

Soit Flz) =0
une .équalion abélienne. Nous désignerons par fy(x) et fy(x) deux
facteurs irréductibles de F, en supposant par exemple que z, soit
racine de I'équation

fi(z) =0.

L'équation fi(x) =0 admetlesracines zx,, ¢(x,), ...; elleest
donc manifestement abélienne.

Une racine de I'autre équation fi(z) = 0 est alors de la forme
6(z,), et dans ce cas les deux équations

filz) =0,
fi[8(2)] =0
ont une racine commune z,. L'équation f;[6(z)] = 0 admet donc

toutes les racines de fi(z), c'esl-d-dire o¢(x), ¥(z)...; .si 'on

pose
0(11) = T3

les racines de fi(z) qui s'écrivent
ozi), O[o(z,)), O(@i)]; ...
z, o) Ha), -
a cause des relations de la forme
0[¢(x,)] = ¢[0(z1)].

D'autre part ces racines vérifient des relations analogues ; on a, par
exemple,

seront

o[ (@)] = Ylo(z)].

Celte relation peut en effet se déduire de la suite d'égalités

o[ 4oz} |- = o[ofutant] = ¢[elotan}]-

Il reste 3 montrer que 'on obtient ainsi toutes les racines de
[3(z) ; pour le voir, considérons le produit

[z — 8(z,)][z — Of(,)]] = — 8[(a,)]] -
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étendu A toutes les racines de I'équation
file)y =0;

c'est une fonction symétrique des racines de cette ¢quation ; elle
s'exprime donc rationnellement au moyen de ses coeflicients; or
d’aprés ce que nous venons de voir, I'équation obtenue en I’égalant
a zéro admet une racine de 1'équation

fix) = 0;
son premier membre est donc divisible par fy(z) puisque ce poly-
nome est irréductible.

98. Nous pouvons donc nous borner a l'étude des équations
abéliennes irréductibles. Soit

flz) =0
une telle équation, z, une de ses racines ; les aulres racines sont
de la forme
o(®y), Uz, ..., wlxy).

Les transformations [z,, o(x,)}, [ry, ¥(@)], ..y [T1, w(2y), sont
toutes les transformations distinctes d'un groupe qui est précisé-
ment isomorphe holoédriquement au groupe de I'équation f(z)= 0.
Nous allons mettre en évidence la structure de ce groupe, c'est-a-
dire celle d'un groupe abélien quelconque. Nous observerons pour
cela, en désignant par 6(z,) I'une quelconque des racines de f{r),
que si la transformation [z,, 6(x,)] est d'ordre n, c'est-a-dire si le
groupe formé par ses puissances est d'ordre n, et sil'ona n = p.q,
la transformation [z, 67(x,)] est d'ordre p. Si I'on considére égale-
ment deux transformations [x,, ¢(2,)" et [z, $(x,)] dont les ordres
respectifs a et & sont premiers entre eux, la transformation
[@1, ¢[d(2)]] est d'ordre égal & ab.

Il résulte de ]a que si nous désignons par a, b, ..., les ordres
respectifs des transformations correspondant a o, ¢, ..., @, et par
my leur plus petit commun multiple, qui décomposé en facteurs
premiers peut s'écrire m, = p*¢®...., l'on peut former une trans-
formation du groupe dont I'ordre est m,. En effet, p* est diviseur de
I'un au moins des nombres a, b, ...; supposons par exemple que
I'on ait a = p*.a’, la transformation qui correspond & o%(x,) est
d'ordre p*; sil'onade méme & = ¢*.4', la transformalion cor-




APPLICATIONS 327

respondant & ¢¥(z,) sera d'ordre égal a ¢*, etc... La transformation
[®1, 84(x,)]. ol T'on a posé

6 =" ...,
sera évidemment une transformation répondant & la question.

Soit N le degré de lI'équation f(z) =0; silona m =N,
toutes les racines de I'équation figurent et figurent une fois scule-
ment dans la suite

zy, 8y(xy), 8(zy), ..., O N (z);
dans ce cas le groupe G des transformations qu'admet I'équation
f(x) =0 est formé des puissances d'une seule transformation
[z, 8,(x)]. et le groupe de I'équation est formé de toutes les puis-
sances d'unec méme substitution : celle qu'éprouvent les éléments
de la suite
2y, o(xy), Y(zy), ..., o(xy)

lorsqu’on y remplace x, par 6,(xz,).

Lorsque m, n'est pas égal &4 N, il en est un diviseur et les puis-
sances de la transformation [z,, 8,(x,)] forment un sous-groupe H,
de G, nécessairement invariant ; les transformations de G peuvent
donc étre partagées en classes telles que deux transformations d'une
méme classe puissent s'écrire sous la forme

[z, 4y (x)] et e i (x1)],
c’est-a-dire ne différent que par une transformation de H,. Choisis-
sons dans chaque classe une transformation, et soient a, b, ...,
les ordres respectifs de ces transformations ; ces ordres sont com-
pris dans la suite a, b, ..., c'est-d-dire sont des diviseurs de m,;
nous savons former une transformation
(1, B5(xy)],
dont I'ordre est égal au plus petit multiple commun m; des nom-
bres ay, by, ..., qui est aussi un diviseur de m,.
Si 'on considére alors les expressions
8::6;:(.1‘,),
2, et « prenant respectivement toutes les valeurs entiéres infé-
rieures & m, et a m,, elles sont distinctes et représentent par con-
séquent m,m, racines de I'équation f(z)=20.

Lorsqu'on n'a pas obtenu ainsi toutes les racines de cette équa-

tion, c'est-a-dire lorsqu'on n’a pas mym; = N, on recommence le
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partage en classes des transformations de G en partant du sous-
groupe H; engendré par toutes les transformations qui correspon-
dent aux racines déja obtenues. Il est clair qu'on parvient ainsi a
mellre toutes les racines de U'équation donnée sous la forme

07183 . .. e;,;(.r,),

oul'ona 4 =0,1, ..., (m—1),
i=1,2 ..., 1),
et ou les entiers m,, m,, ... m, ont pour produit N, chacun d’eux

étant d'ailleurs diviseur du précédent.

99. L'expression que nous venons d'obtenir pour les racines de
I'équation abélienne f(z) =0, conduit aisément 4 la résolution
algébrique de cette équation. Nous commencerons par examiner le
cas ou toutes ses racines peuvent se mettre sous la forme

1, 6(xy), 8%(xy), ..., 6™ (2y),
c'est-a-dire ou toutes les transformations qu'elle admet sont les
puissances de 'une d’'entre elles.
Le groupe de I'équation est formé des m, puissances de la substi-
tution qu'éprouvent ces racines lorsqu'on y remplace z, par 6 (),
c'est-a-dire des puissances de la substitution circulaire

(2, 8(zy), ..., 0" Yy)).

Si le nombre m, est premier, ce groupe est simple : I'équation est
de celles que nous avons appelées résolubles : sa résolution consiste
pour nous dans Cexpression de ses racines sous la forme
) z,, 8(xy), ..., 6™ (z,)
avec la relation

‘Oml(z‘l) = .

Dans le cas ol le nombre m, n'est pas premier, le groupe est com-
posé : ses groupes facteurs sont des groupes cycliques ayant pour
ordres les divers facteurs premiers — égaux ou inégaux — de m,:
la résolution de I'équation se rameéne alors 4 la résolution successive
d'équations analogues, mais dont le degré est premier.

Réciproquement, si le groupe d'une équation est cyclique, c'est-
a-dire formé des puissances d'une substitution circulaire, I'équation
appartient a la classe de celles que nous venons d'étudier et il est
facile de trouver la fonction 6. Désignons en effet par z,, &5, .., Tm
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ses racines et par
(.1‘1, T3y ooy -Tm)
la substitution circulaire dont les puissances forment le groupe de
I'équation ; en posant

flz)=(z—2)x—x) ... (x—2u)
et

— zof{x) zf(x) zf(x)
) = e T @ T T

la fonction 6(x) reste invariable par les substitutions du groupe de
I'équation, c'est donc une fonction rationnelle de « ; on a de plus

8(1'|) =T, e(xl) =3y .y e(zm--l) = Tm, 9(.1‘,,,) =Ty,

.ce qui démontre la proposition énoncée.

100. Nous allons supposer maintenant le nombre p supérieur a
I'unité ; pour fixer les idées nous le prendrons égal a (rois, mais les
raisonnements s'étendront visiblement au cas général. Les racines
de I'équation sont par conséquent comprises dans la formule

85183:03x(xy),
avec
o =1,2,...,my,
=12 ...,m,

a3 = 1‘ 2, weey Mg
on a d’ailleurs
8M(zy) = 634(x)) = 8s(z) = 4.

Considérons les fonctions symétriques des mym, racines
(1) 6702:8%(x,),
¢,=i,2,...,m,; a;=’,2,....")3,
dans lesquelles a désigne un entier fixe. Ces diverses fonctions sy-
métriques s’expriment rationnellement au moyen d'une quelconque
d’entre elles, puisque ce sont des invariants d'un méme groupe : le
groupe qui correspond aux transformations
(21, 63:8%(x,)].

Soit ¢, I'une quelconque de ces fonctions symétriques : ¢, 95 ...,

9m,» l€s expressions qu'on déduit de ¢, en y remplagant successive-

ment a par 1,2, . , m; ce sontles fonctions conjuguées de o,
dans le groupe del’équation, et on voit immédiatement que la trans-
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formation [z, 8 (x,)] leur fait éprouver la substitution circulaire
SI = (?h L2 TR ?m‘)s

les transformations [z, 8, (r,)] et [z, 8;(x,)] les laissant inva-
riables. Par suite une transformation quelconque du groupe fait
éprouver aux fonctions ¢ la substitution S, ou l'une de ses puis-
sances. Ces fonctions sont donc racines d'une équation irréductible
d’ordre m, & coefficients rationnels, dont le groupe est cyclique. Si
I'on adjoint une racine ¢ de cette équation, toutes les fonctions
symétriques des éléments
0902:03(, ),
aa=1,2, ..., m, ag = 1,2, ..., my,

s'expriment rationnellement & l'aide de o, quel que soil a. Nous
considérerons maintenant les fonctions symétriques des racines

9’1‘929:;(.’2.),
a3 = 1! 2’ voey My,

a et b étant des entiers fixes. La méme méthode montrera, que, ¢,
étant I'une de ces fonclions symétriques et ¢,, ¢, ..., ¥m, celles
qui s’en déduisent en remplacant & par 1,2, ....ms, ces fonc-
tions ¢ sont les racines d'une équation irréductible de degré m,, a
coefficients rationnels en ¢, dont le groupe est cyclique. Toutes les
fonctions symétriques considérées (a et b étant quelconques) s'ex-
priment d'ailleurs rationnellement au moyen d'une racine ¢ de cette
équation.

On verra enfin, par un raisonnement analogue, que les diverses
expressions

o16365(z),
c’est-a-dire les racines de I'équation proposée, s’expriment ration-
nellement au moyen d’une racine d'une équation irréductible de
degré m; dont le groupe est cyclique et dont les coefficients sont
rationnels en ¢ et en .

Nous établissons ainsi directement que les équations abéliennes
sont résolubles et les calculs que nous venons d'indiquer équivalent
a une décomposition de tout groupe abélien en facteurs. Chacun des
groupes cycliques d'ordres m,, my, m; est en effet le produit de
groupes cycliques d'ordre premier, c'est-d-dire de groupes sim-
ples. Cette décomposition du groupe en facteurs résulterait d'ail-
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leurs immédiatement du fait que, si I'on pose m = pg, les trans-
formations

[z, 847021034 x,)",
h=i.2,---.¢l, ’2—:1,21--4"‘!' a3=|’21---am19

en forment un sous-groupe invariant d'indice p et qu'on peut tou-
jours prendre pour p un nombre premier. On trouvera, en effet, par
la méme méthode un sous-groupe invariant d'indice premier du
sous-groupe obtenu, et ainside suite.

On voit de plus, par cette marche, que 'ordre dans lequel se pré-
sentent les facteurs de composition peut étre choisi arbitrairement
dans le cas particulier d'un groupe abélien.

101. Nous ne voulons pas terminer sans signaler parmi les équa-
tions abéliennes celles qui ont la forme z" —1 =0, oun estun
entier quelconque, et donc les facteurs irréductibles sont des équa-
tions cycliques. L'étude de ces équations, faite par Gauss,a été 1'ori-
gine de travaux qui ont illustré Kummer et Kronecker et qui se ratta-
chent aux théories les plus profondes de 1I'Algébre et de I'Analyse ;
pour plus de détails, nous renverrons le lecteur 4 I'excellente mono-
graphie de M. Bachmann : Die Lehre von der Kreistheilung.

Faisons enfin observer que l'équation z?» — A =0, ou p est
premier et oli A n'est pas la puissance pi®me d'un nombre ration-
nel appartient a la classe des équations métacycliques et devient
abélienne par l'introduction d'une racine de 1'équation

etttz +1=0.

On sait que I'on introduit d’habitude dans les éléments un signe
particulier, ¥A, pour représenter une racine de cette équation. Cette
notation n'a d'ailleurs aucune importance au point de vue ol nous
nous sommes placés et n'avance en rien la résolution algébrique de
I'équation. Il est néanmoins indispensable de signaler que les racines
des équations que nous avons appelées résolubles peuvent toujours
s'obtenir par la résolution successive d'équations binomes ; en d'au-
tres termes, ces équations sont résolubles par radicauz. C'est d'ail-
leurs ce probléeme de la résolution par radicaux qui a été I'origine
premiire des recherches fondamentales de Lagrange, Abel et Galois.
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CONCLUSION

Nous terminons ici les développements que nous avions l'inten-
tion de donner al'Algebre ; peut-étre ne sera-t-il pas mauvais de ré-
sumer rapidement les résultats obtenus, en mettant en évidence la
marche suivie pour y parvenir.

Aprés avoir défini les entiers positifs comme des signes ou sym-
boles se combinant entre eux suivant certaines lois qui nous ont été
suggérées par la considération des systémes d'unités, nous leur
avons rattaché les entiers négatifs et les nombres fractionnaires en
conservant pour ces nouveaux symboles les mémes lois de combi-
naison et en liant chacun d’eux aux symboles déja connus par une
relation qui lui sert de définition. Nous avons fait ainsi un certain
nombre d'hypothéses et, comme les propriétés bien connues des en-
tiers positifs ont montré immédiatement qu’'elles n'étaient point
contradictoires, nous n'avons pas cherché a les réduire au nombre
minimum. Il serait facile d'ailleurs de procéder en ne faisant jamais
que des hypothéses indispensables :

Les entiers positifs seront, par exemple, les symboles déduits de
I'un d'entre eux, le nombre un, par une composition répétée de
ce symbole avec lui-méme, cette composition possédant les quatre
propriétés attribuées & I'addition : il est clair en effet que ces hypo-
théses sont nécessaires et suffisantes pour construire pour ces sym-
boles une table carrée d'addition. Le nombre zéro sera un nouveau
symbole d'effet nul dans sa composition par addition avec lui-
méme ou avec tout nombre entier. Les entiers négatifs seront tous
les symboles qui se composant entre cux et avec les entiers en
suivant les lois de I'addition vérifient des relations de la forme
a+2 =0, ou a désigne un entier positif. On montre qu'il est
possible de trouver entre ces symboles un second mode de compo-
sition qui posscde les propriétés de la multiplicalion des entiers
positifs de sorle que le calcul additif et multiplicatif est complete-
ment défini pour I'ensembic des entiers positifs et négatifs.

Les nombres rationnels scront enfin tous les symboles qui, possé-
dant entre eux et avec les entiers posilifs ou négatifs un mode de
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composition admettant les quatre propriétés de la multiplication,
vérifient des relations de la forme a.x = 1, ou a désigne un entier
positif ou négalif, et tous les symboles qui résultent de la composi-
tion de ces derniers entre eux et avec les entiers par le mode con-
sidéré. On établit qu'il est possible de définir un second mode de
composition de ces symboles entre eux lié A la multiplication de la
méme maniére que 1'addition pour les entiers et qui posséde les pro-
priétés de I'addition des entiers ; le calcul additif et multiplicatif est
ainsi complétement défini pour 'ensemble des entiers positifs et né-
galifs et des nombres rationnels.

Nous avons procédé de méme pour introduire dans le calcul les
nombres algébriques qui sont pour nous tous les symboles = qui,
se composant entre eux par addition et par multiplication en suivant
les mémes lois que les entiers, vérifient des relations de la forme

(1) flx) =0,

ou f(x) désigne un polynome irréductible. On établit d'abord que
s'il exisle effectivement un symbole satisfaisant & ces conditions,
il existe pour ce polynome un nombre de symboles possédant ces
propriétés égal a son degré n. Ces symboles vérifient nécessaire-
ment les relations

(2) Sy = P S = P2, ey S, = Pa

ou 8y, Ss .. , S, désignent leurs fonctions symétriques élémen-
taires et py, ps, ..., pu les coeflicients du polynome f(x) et inver-
sement, il suffit que ces relations soient vérifiées par les symboles
Zy, &y, ..., T pour que f(z) s'annule pour z=x, T=1Ty .. ,
z =-r,. On est ainsi amené & rechercher toutes les conséquences
de ces relations en partant des propriétés attribuées 4 nos symboles
et c’est dans cette substitution des relations (2) 4 la relation (1) que
réside, ainsi que I'a fait remarquer Kronecker, la différence essentielle
entre le point de vue de Galois et celui auquel s'est toujours placé
Abel.

La recherche de toutes les conséquences de relations plus géné-

rales :
Fl=07 Fg=0...., Fm=07

entre des symboles xy, 3, ..., @, possédant les modes de compo-
sition indiqués, nous conduit a parlager dans le cas ol elles sont
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« compatibles » (*) les systémes de telles relations en réductibles ou
irréductibles, suivant qu'il existe ou non de nouvelles relations entre
les mémes symboles qui ne sont point des conséquences nécessaires
des premicres ; c'est la qu’il faudra chercher la raison de la différence
signalée plus loin entre les équations générales et les équations spé-
ciales. Il résuite d'ailleurs de la considération de la résolvante générale,
dont I'introduction est due & Liouville, que toutes les hypothéses
faites sur x, oy, ..., T,, lorsqu'elles sont « compatibles », équi-
valent & supposer qu'un symbole { possédant les mémes modes de
composition vérifie une relation de la forme R({)=0, ou R(:)
désigne un polynome irréductible déterminé. Le calcul de tels sym-
boles est simplement un calcul de polynomes en §, [mod. R (3)]
c'est-d-dire un calcul olt I'on néglige les multiples de R (%), et a ce
titre il est visible qu'il ne peut renfermer de contradiction, ce qui
établit la possibilité logique de définir xy, x4, ..., T, comme nous
I'avons fait.

Il suffit d’établir que les relations

(2) Sy = p, Se=ps ..., Sy = Py
sont toujours « compatibles » au sens attribué a ce mot, pour en
conclure la possibilité logique de définir les nombres algébriques,
et 'on parvient ainsi en méme temps aux propositions essentielles
dues & Galois et relatives & la symétrie de I'ensemble des relations
rationnelles qui existent entre les racines «,, ,, ..., x, del'équation
flz) = 0.

Signalons en passant I'importance, plusieurs fois mise en évidence,
du fait qu'il existe pour représenter toute fonction symétrique de
Zy, T3y, ... T, une forme unique ne dépendant que des fonctions
symétriques élémentaires.

Une étude générale des divers genres de symétrie qui peuvent se
présenter — théqrie des groupes de substitutions (**) — montre de
quelle nature sont les relations quilient entre elles les diverses fonc-
tions rationnelles de n indéterminées, et les théorémes de Lagrange
donnent le moyen de former effectivement ces relations ; il est aisé

(*) Le mot « compatibles » a ici un sens parfaitement défini, pour lequel nous
renvoyons au § 42.

(**) Nous avons naturellement adopté dans cette théorie les notations introduites
dans la théorie plus générale des Groupes de Transformations par son créateur, le
célebre géometre norwégien Sophus Lie,
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d’indiquer alors comment ces résultats doivent étre modiliés lors-
qu'on choisit pour les x, les racines de I'équation déterminée
flz) = 0. '

La considération qui vient ensuite de I’ensemble des relations
rationnelles entre les racines x,, 3, ..., x, de I'équation

fiz) = 0
et les racines vy, vi, ..., ¥y, d'une autre équation quelconque

gy =0
permet d’établir qu'on ne parvient de cette maniére a4 aucune espéece
de symétrie qui ne soit aussi obtenue en prenant pour y,, y,, ...,
Yy, des fonctions rationnelles convenablement choisies des x; quel-
ques propositions sur les groupes de substitutionsmontrent comment
on parvient & la symétrie la plus générale en partant de symétries
particuliéres données par des groupes simples, et I'interprélation de
ces propositions a 'aide des nombres algébriques constitue la théo-
rie de la résolution algébrique des équations.

Nous avons donné ensuite quelques exemples de symélries parti-
culierement faciles & saisir telles que celles données par des produits
de groupes cycliques, qui correspondent aux équations dites réso-
lubles et celles relatives aux équations du quatrieme et du cinquiéme
degré ; nous avons montré en passant que {'équation générale d'ordre
supérieur a quatre n'est pas résoluble, proposition qui a occupé long-
temps les géométres et dont la premiére démonstration entiérement
rigoureuse est due & Abel.

Un dernier chapitre est consacré a I'étude directe d'une classe
importante de nombres algébriques au moyen desquels tous les
autres s'expriment rationnellement : les nombres algébriques nor-
maux. Parmi ceux-l2 on peut encore signaler ceux qui sont définis
par une équation dont le groupe est abélien, c'est-a-dire dont le
groupe a ses substitutions échangeables, et I'on établit que tout
groupe de cette nature est résoluble, c’est-a-dire est un produit de
groupes cycliques.

Nous avons sans doute laissé dans I'ombre une foule de questions
intéressanles ; nous espérons néanmoins que ce que nous avons fait
suffira pour inspirer au lecteur le désir d'une étude plus approfondie
et nous le renverrons en particulier pour cela aux divers ouvrages
que nous avons consultés et dont nous donnons ici la liste :
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E. GALOIS : GFuvres mathématiques, Journal de Liouville, 1846.

J. LIOUVILLE : Mémoire sur la théorie de Pélimination dans les
équations algébriques. Journal de Liouville, 1844.

C. JORDAN : Traité des substitutions, 1870.

L. KRONECKER : Grundziige einer arithmetischen Theorie der alge-
braischen Gressen. Journal de Crelle, t. 92, 1880.

J. A. SERRET : Cours d’Algebre supérieure, 5° édition 1883.

E. NETTO : Substitutionentheorie, 1882.

J. MOLK : Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité et sur
la théorie générale de I'élimination, Acta Mathematica, t. 6.

0. BOLZA : On the Theory of Substitution-Groups and its Appli-
cations to Algebraic E'quations, American Journal of Mathematics,
t. XIIL
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NOTE 1

SUR LE THEOREME DE FERMAT

Comme nous ’avons remarqué (§ 5), le théoréme de Fermat nous
fournit un exemple d'une congruence suivant un module premier p
qui, sans étre identique, est vérifiée pour toute valeur entiére de la
variable. En d'autres termes, le polynome z? —z est divisible par
le nombre premier p, quel que soit l'entier x, sans que les coefficients
de ce polynome soient divisibles par p. 11 est clair d'ailleurs que les
polynomes divisibles (*) par z* —x jouissent de cette méme pro-
priété, & l'exclusion de tous les autres. Le théoréme de Fermat
apparait ainsi, comme un exemple unique de ce qu'on peut appeler
la divisibilité d'un polynome par un nombre premier, le sens de celte
expression étant suffisamment clair d’aprés ce qui précéde.

Pour trouver dans cet ordre d'idées une généralisation du théoréme
de Fermat, on doit rechercher g'il existe de méme des polynomes di-
visibles par un nombre composé quelconque m; ou, si I'on veut, des
congruences dont le premier membre n'est pas identiquement nul
(mod. m) et qui sont cependant vérifiées pour toute valeur entiére de
la variable.

Nous pouvons évidemment nous borner au cas o m est une puis-
sance d'un nombre premier, car pour qu'un polynome soit divisible
par m = p*¢*r7, il faut et il suffit qu'il soit divisible séparément
par p%, ¢*, r'. En désignant par P(z), Q(z), R(z) les expressions les
plus générales des polynomes respectivement divisibles par p*, ¢*,
7, I'expression générale des polynomes divisibles par m sera visi-

(*) Blen entendu, il s'agit de la divisibilité suivant le module p.
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blement

[P(z) + p*f12)][Q(2) +¢*9(x))[R(z) + r7h(z)],
[(z}, glx), h(x) désignant des polynomes quelconques.

Nous sommes ainsi amenés a rechercher les polynomes divisibles
par »*, p étant un nombre premier. Il est clair qu'il en esl ainsi des
a polynomes

?k(z) = Pz——k(xp_x)k, (k = iv 21 3: ce gy a)a
et par suite en désignant par fi(z) des polynomes arbitraires, du
polynome

3 dz)eua)

Nous allons montrer, en supposant « inférieura p-+1, que le
polynome ainsi obtenu (et ceux qui lui sont congrus suivant le mo-
dule p°) est le plus général des polynomes divisibles par p°. Sup-
posons cette proposition vraie jusqu'a une certaine valeur de «;
nous allons voir qu'elle subsiste pour la valeur z-+1. Soit, en
effet, 241 étant au plus égal ¢ p,

o(x) =0, (mod. p*t1)
une congruence vérifiée quel que soit x; on a aussi, quel que

sait x,
9(z) =0, (mod. p?)
et par suite

o(z) = X fu@)e() + p*fi(z).

Soit z, une valeur quelconque de x; on a
zf — 2z, = phy,
£, ¢lant un entlier déterminé ; on en conclut aisément
(g pA)r — (xy +pr) = p(§, —1)  (mod. p?).
Un calcul facile donne ensuite

(2o + pA) = p*(f — 2 )* tmod. p*+1).
On a done

o(x, + pA) = p* I:E fil@o =+ pA)(&— 1)k:| (mod. p*+1).



SUR LE THEOREME DE FERMAT M

or fuzo~+p) = fi(=,) mod. p).
Donc

9@y +pA) = p* 3 flzo)(l,— 3% (mod. p*+).

Donnons & z, une valeur fixe et faisons varicr A; on verra que le
polynome en § —Xi =}

OVAENY
[ ]

est divisible par le nombre premier p; on a donc, puisque a est
inférieur 3 p,
[i{x,) =0 (mod. p).

Comme z, est arbitraire, il en résulte

[ilz) = (x¥ — z)gilx), (mod. p),
k=1(0,1,2, ..., 1),
d’ou I'on conclut aisément la proposition énoncée.

Si a dépassait p, il faudrait ajouter aux 2 polynomes o,(x), les
a—p polynomes

x) = [(x) — )P — prY(z), — 2) (2, — 2)F"p2r,
(k=1,2,3,...,2—p),

car l'expression entre crochets est manifestement divisible par
p**', quel que soit x, comme on le voit en posant z*— 2z = pt.

On démontrerait, en suivant une marche tout i fait analogue, que
si a cstinférieur & 2p + 2, le polynome le plus général divisible
par p* est congru a

a a—p

X wl@)fie) + X wle)gdz),
1 1
les f et les g étant des polynomes arbitraires.

On apergoit aisément comment on continuerait et on voit que le
théoréme de Fermat suflira toujours pour résoudre ces questions de
divisibilité ; il n’y a pas lieu d'en chercher de généralisation a ce point
de vue, & moins de considérer comme une généralisation le fait que

I'expression
oe) = (@ — z)p— pr{ar —a),
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est divisible par p*»*'; ou de méme que
[#(z)}? — pr*o(z)

est divisible par pr+r+1, etc.

En se servant seulement de ces diverses propositions et des théo-
rémes élémentaires suivants :

1° Si un nombre a divise deux nombres a et b, il divise
Aa—+ pb;

2° Si les nombres a et B divisent respectivement a et 4, «f
divise ab;

3° Un nombre divisible par deux autres premiers entre eux est
divisible par leur produit,
on peut toujours arriver i reconnaitre si un polynome donné est
divisible par un nombre quelconque, et inversement, trouver tous
les polynomes divisibles par un nombre donné.



NOTE II

SUR LES IMAGINAIRES DE GALOIS

4. Nous avons l'intention d’esquisser rapidement ici les principes
de la théorie des imaginaires de Galois, en nous plagant au point de
vue qui nous semble avoir été adoplté par ce grand géométre.

I1 est essentiel dans ce but de préciser les propriétés caractéristi-
ques des entiers positifs lorsqu’'on les envisage (mod. p), p étant
un nombre premier, c'est-d-dire lorsqu’on néglige dans leur calcul
les multiples de p; c’est 1a ce qu'il est facile de faire. Nous savons
en effet, qu'a ce point de vue :

Il existe p nombres distincts 0,1, 2, ..., p—1;

Un mode de composition de ces nombres, appelé addition, permet
de passer de deux d’entre eux a un troisiéme bien déterminé, appelé
leur somme, et cette composition posséde les propriétés suivantes :
{°Elle est associative, c'est-a-dire que si le signe (a -+ b) représente
la somme des nombres a et b, 1'on a, quels que soient les nombres
a, b, e,

(a+ (b+c) = ((a+b)+ );
2° Elle est commutative, c'est-a-dire que I'on a, quels que soient les
nombres a et b,
(a+b) = (b+a);
30 Si I'on compose un nombre a avec des nombres & et ¢ différant
entre eux, on obtient des résultats différant entre eux; on peut donc
conclure des égalités

a+b=4d,
a4c=d
I'égalité b=c.

Les propriétés qui précédent sont caractéristiques, c'est-a-dire
définissent complétement les entiers positifs (mod. p); nous allons
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en effet établir que p symboles auxquels on attribue ces propriétés
et celles-1a seulement posséderont toutes les propriétés des entiers
positifs (mod. p).

Soient a, b, ..., ! ces p symboles; la suite : a+j, b+j, ...y
l+4j, ou j désigne également un de ces symboles renfermera
tous les éléments de la suite a, d, ..., I, puisqu'elle renferme p
éléments distincts d'aprés la troisidme propriété de l'addition. Il
existe donc dans cette suite un élément, c¢—+j parexemple, qui
est identique & j, et I'on conclut de 14 :

(e+j)+k) = (c+(+k) = (G +k),
quel que soit le symbole k, c’est-a-dire (c+ k) = & quel que soit
h. Le symbole ¢ est donc sans effet dans I'addition & gauche.

On montre de méme qu'il existe un symbole ¢ qui est sans effet
dans P'addition & droite, c’est--dire tel que I'on ait (h+¢)=nh
quel que soit le symbole A. Les deux relations

(c+¢)=c¢, (e+c)=¢
établissent alors que ¢ est identique & ¢’. On parvient d'ailleurs &
cette méme conclusion en invoquant la propriété commutative de
I'addition :
(e4+h)=(h+c)=h,
et ensuite la troisiéme propriété de 1'addition pour établir qu'il
n'existe qu'un symbole ¢ tel que I'on ait (h+¢) = A.

Nous désignerons par A, le symbole ¢ auquel nous sommes
ainsi parvenus.

Considérons maintenant un symbole quelconque a différent de ¢
et la suite '

(1) a, (a+a), ((a +a)+a), cees
les éléments de cette suite sont des symboles de la suite a, b, ...,
et par conséquent le nombre des symboles distincts qui sont ainsi
obtenus est limité. Soit ¢+ 1 le rang du premier élément qui
reproduit I'un des précédents ; I'élément reproduit est visiblement a
et la suite (1) est périodique, ses termes sc reproduisant de ¢ en g¢.
Nous allons montrer que ¢ est nécessairement diviseur du nombre
p des symboles distincts, ce qui exigera p = ¢, puisque p est

premicr et que 1'élément (a + a) est différent de @ qui est égal 4
(a+c).
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Si I'on n’a pas en effet dans la suite (1) les p symboles donnés
et si & désigne un symbole non obtenu, les symboles (a—1b),

((a 4 a)+b), (((a+a)+a)+b), ..., qui font partic des

a, b, ..., 1, sonttous différents et sont aussi différents des précé-
dents ; on déduirait par exemple de

(a=4bd) = (a+a)+a

I'égalité (a4 b) = a—+(a+a), c'est-d-dire b= (a+a). On
oblient donc ainsi 2¢ symboles de la suite a, b, ..., l. Un raison-
nement analogue montrerait, si I'on n’a pas épuisé ainsi cette suite,
que d désignant un nouveau symbole, les symboles

(a+-d), ((a+ a) + d), (((a+a)+a)+d). ce

sont encore différents et différent de ceux déja obtenus, et ainsi de
suite. Il est clair qu'on épuise de cette maniére tous les symboles
a, b, .. ,! cest-a-dire que p est multiple de gq.

Dans le cas qui nous occupe ou p est premier, on aura donc
r=g.

11 résulte de 12 que si 'on pose

A, =a, A; = (a +a), As = ((a+a)+a),

N,
les symboles Ay, Ay, As, ..., Ay se composeront entre eux de la
méme maniére que leurs indices et par conséquent qu'a toutes les
propriétés des entiers 0,14,2, ..., p—1 correspondront les pro-
priétés analogues pour les A dont les indices sont ces mémes en-
tiers. Nous n'entendons pas autre chose en disant que les A sont ces
entiers eux-mémes, regardant ainsi les enliers comme des signes ou
symboles dont nous ne connaissons que les propriétés signalées
plus haut.

Lorsque pour des éléments en nombre limilé, I'on peut définir un
mode de composition qui posside les propriétés suivantes :

1° De deux éléments quelconques on passe par la composition
considérée & un troisiéme élément bien déterminé ;

2° La composition est associative ;

3* Un méme élément composé avec des éléments différant entre
eux donne des éléments différant entre eux,
on dit que les éléments composés par ce mode de composilion forment
un groupe limité.
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Lorsqu’en outre la composition est commutative, le groupe est dit
abélien.

Nous venons done d'établir que les entiers 0,1,2, ...,p—1
forment par addition un groupe abélien. Si 'on pose maintenant,
a étant I'un de ces entiers :
a=1.a, (a+a) = 2.a, (a +a)4+a = 3.a,
on définit ainsi un certain mode de composition des entiers 1 et a,
2 et a, 3 et a, etc., qu'on appelle multiplication et les propriétés de
I'addition permettent d’'établir les propriétés de ce nouveau mode
qu'on peut résumer en disant :

Les entiers 1,2, ...,p—1{ forment par multiplication un
groupe abélien ;

L'entier 0 joue un role singulier et se reproduit dans la multipli-
cation par un entier quelconque de la suite 0,1,2,...,p—1.
Enfin la multiplication est distributive par rapport 4 I'addition, c’est-
a-dire que I'ona a.(b+¢) = a.b+a.c.

Les relations qui donnent, lorsqu’on connait deux éléments d'un
groupe, le résultat de leur composition, s’appellent relations fonda-
mentales du groupe ; il est clair que les propriétés des entiers posi-
tifs (mod. p) peuvent toutes se déduire de la connaissance de ces
relations fondamentales pour I'addition : I'existence de la multipli-
cation et ses propriétés en sont par exemple des conséquences.

Ainsi pour définir le calcul des entiers (mod. 5) il suffit de donner
la premi¢re des deux tables de composition suivantes :

.oy

ol1]2|3]|4 ol|1]2]3|a
oflof1]2]3]a olofofo]o]o
112|340 1{oa]e(3]a
elef3]4a]o]1 elof2fa1]3
3l3|slof1]e 3o (3[1|4]2
s|lafol1]2]s slolal3]|2]|1

Ces tables peuvent étre appelées tables de structure des groupes
formés par nos symboles pour les deux modes de composition :
addition et multiplication.
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2. Nous sommes maintenant en mesure de montrer comment peut
se faire I'introduction dans le calcul des imaginaires congruentielles
de Galois.

Soit f{z) =0 (mod. p) une congruence irréductible de degré n;
nous savons qu'il n'existe aucun élément de la suite 0, 1, 2, ...,
p — 1 qui vérifie cette congruence. En d’autres termes, lorsqu'on
astreint = & figurer parmi les symboles 0,1,2, ..., p—1, la
congruence f(zr)=0 (mod. p)n'a aucune racine. Il est naturel
de penser qu’en restreignant convenablement le nombre des condi-
tions imposées au symbole , il pourra exister dans 1'ensemble des
symboles satisfaisant & ces conditions des racines de cette con-
gruence. Les conditions & imposer au symbole x peuvent d’ailleurs
étre quelconques, pourvu que le polynome f{z) soit par I entidre-
ment défini lorsqu’on donne z puisque le second membre 0 est un
symbole bien déterminé. Parmi les divers syst¢émes de conditions
que l'on peut adopter, Galois a choisi I'un des plus simples qui
consiste & supposer que le symbole x se compose avec lui-méme et
avec les entiers 0,1,2,..., p— 1 suivant deuz modes différents
qui possédent les propriétés respectives de laddition et de la multipli-
cation de ces entiers.

Il résulte de 1a que si x vérifie la congruence f{z) =0 (mod. p),
les fonctions enti¢res de z, fonctions qui sont définies d'une manicre
précise par les hypothéses, sont toutes représentées et une fois
seulement dans la suite des polynomes a,+ ayx + -+ + an_,v* !,
ou les a sont des éléments quelconques de la suite 0,1, 2, ...,
p—1. On montre alors qu'il est possible de définir pour ces él¢-
ments parmi lesquels figurent les entiers 0, 1,2, ..., p—1, deux
modes de composition qui possédent les propriétés respectives de
I'addition et de la multiplication des entiers, c'est-a-dire que I'on
peut construire les tables de structure des groupes abéliens corres-
pondants.

Considérons par exemple la congruence irréductible z* +1 =0
(mod. 3) et désignons par i un symbole assujetti & posséder les
modes de composition indiqués et 4 vérifier cette congruence :
*+1=0 (mod.3).

Les seules fonctions qui peuvent résulter de la composition de i
avec lui-méme et avec les entiers par les deux modes supposés sont
les fonctions entiéres de ¢ & coefficients entiers ; chacune d’elles est
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d‘ailleurs identique & un polynome du premier degré de la forme
ai+b, ol aeth sont pris dans les entiers 0, 1, 2, ainsi qu'il résulte
de la relation #+1 =0 (mod. 3); il suffit donc d’étudier ces
derniers éléments.

On peut d'ailleurs établir facilement que d'une maniére générale
si z est un symbole qui se compose avec lui-méme et avec les en-
tiers suivant deux modes qui possédent les propriété respectives de
I'addition et de la multiplication, les polynomes entiers en z se
composent entre eux par deux modes qui possédent ces mémes
propriétés. 11 suffit de poser ici

(a+ bx) + (a' + V'x) = (a4-d)+ (b+ ¥ =,
(a+ bx)(a' + b'z) = ad' + (ba' + ab')x—+ bl x?
pour le vérifier immédiatement.

Sil'on a égard & I'hypothése faite sur le symbole ¢ : *+4+1=0
(mod. 3), on en conclut que les deux tables d’addition et de multi-
plication des symboles ai-+4 peuvent élre construites sans qu'il
se présente de contradiction. Si nous posons, par exemple,

ai+b = Ay,
ces tables de structure sont les suivantes :

Addition :

AA A A A A A A A,
A A LA A A [ A A A ] A | A,
ALA A A A A A A | A A,
A A A A A A A A A,
AATA A A A A A A ] A,
AJA A A A [ A A A ] A A,
ALA A A A A A | A A A,
AJA A A A A A A A A,
A LA A | A A A A A A A,
A A A A A A A A A A,
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Multiplication :

Al A a]alalalala]a,
Aaaalalalalalala,
afa A a Al alalala
aaalaala] Al Al Al A,
A A A AL A AL A]A]A] A
adlaalalalalalalala,
afaaalala] Al A A A
Al a A Al A A A
AlAa A A A A A]A]A]A,
A A A Al A A A Al A,

La construction de ces tables qui suffisent ¢ définir les éléments
ai+b, au méme titre que la table d’addition définit les entiers,
montre d’'une manicre évidente qu'il existe effectivement un sym-
bole i possédant toules les propriétés requises et qui vérific la
congruence *+1=0 (mod. 3).

Ajoutons qu'en rangeant les symboles dans un autre ordre on
peut donner & la table de multiplication la forme suivante :

A [ A A LA | A, [ A A A, |A,
A Ay Ay [ Ay [ A [ A | A [ A, | A, ] A,
AL A LA [A A | A [ A | A A |A,
A A, A A A | A [ A | A | A | A,
Al Ay | A, A | A [ A [ A | A A, | A,
AL A | A A | A, [ A, | A A |A]A,
ALA A (A [ A [A A [A A |A,
A LA, A, A A [ A [A [ A A [ A,
AcLA, [ A A | A | A A [ A A [ A,
AcLA, | A | A | A | A [A [ A A | A,
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On en verrait facilement la raison.

La possibilité de définir logiquement les imaginaires de Galois
étant ainsi élablie, il serait facile de développer leur étude en mettant
en évidence les analogies qu'elle présente d'une part avec I'étude
des entiers (mod. p) et d’autre part avec la théorie des entiers algé-
briques dans un domaine [£]. Notre dessein n’étant pas de reprendre
a ce nouveau point de vue des résultats déja connus, nous renver-
rons le lecteur & ce qui a été dit sur cet objet dans la Théorie des
nombres.

BAR-LE-DUC. — IMPRIMERIE COMTE-JACQUET
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