Kommentar zu Musils Trigonometrischen Formeln

Musil verwendet fur die trigonometrischen Funktionen teilweise eine heute nicht mehr gebrauchliche
Schreibweise. In der folgenden Tabelle wird die Korrespondenz der von Musil verwendeten Notation mit
der heuten in der Mathematik Ublichen angegeben. In diesem Kommentar werden die heute Ublichen
Notationen auf alle im Registerheft enthaltenen Formeln angewendet. Es werden also stets tgpdurch
tanp und ctgp durch cotp ersetzt. Dabei kdnnen an die Stelle der Variablen p andere Variablen treten
z.B. X oder u.

Tabelle 2: Musils und die heute Ubliche Notation

Notation nach Musil Ubliche Notation
tg p, gelegentlich auch tanp

tangp

ctgp cotp

Neben den Ublichen trigonometrischen Funktionen betrachtet Musil auch die heute weniger gebrauchlichen
Funktionen, vgl. »Bronstein«, S. 78, (2.70) und (2.71).

1
sec p :=——— gesprochen ,secans p“
cosp

1
cosec p = —— gesprochen ,cosecans p“
sinp

Ungebrauchlich sind die beiden folgenden Funktionen, deren Definition dem Internet (vgl. E. Weisstein:
http://mathworld.wolfram.com/Versine.html und http://mathworld.wolfram.com/Coversine.html) entnommen
wurden .

sinversp:=1-cosp Definition (1)
cosversp:=1-sinp Definition (2)

Bei Weisstein werden diese Funktionen mit versin und coversin bezeichnet. In diesem Kommentar wird die
Schreibweise Musils beibehalten.

Die von Musil notierten trigonometrischen Formeln lassen sich in folgende Gruppen einteilen:

e Darstellung einer Winkelfunktion durch andere Winkelfunktionen (z.B. sinp durch

cosp, tanp, cotp, secpund cosecp, vgl. (T-4).

e Bekannte Umrechnungsformeln wie Additionstheoreme [(T-30) mit (T-35)], Halbwinkelfunktionen
[(T-12) und (T-13)], Winkelfunktionen des Vielfachen Arguments [(T-26) und (T-27)], Potenzen der
Winkelfunktionen [(T-24) und (T-25)], Summen zweier trigonometrischer Funktionen (ldentitaten)
[(T-40) mit (T-46)].

e Sonstige Formeln.

Der Kommentar zu den trigonometrischen Formeln wird in zwei Unterabschnitte gegliedert:

1. Darstellungsformeln
2. Umrechnungs- und sonstige Formeln

Dies ist erforderlich, weil Musil die Umrechnungs- und sonstigen Formeln nicht streng nach einander
anordnet.


http://mathworld.wolfram.com/Versine.html
http://mathworld.wolfram.com/Coversine.html

Sofern die von Musil notierten trigonometrischen Formeln sich direkt in »Bronstein« finden, werden die
Fundstellen wie oben angegeben. Sofern sie sich nicht in »Bronstein« finden, werden sie abgeleitet oder
verifiziert. Dafur werden die folgenden Hilfsformeln benétigt, die sich alle in »Bronstein« , S. 79 - 81finden.

sin® p+cos®p =1 (TH-1)
sin(a = B) =sinacos f+cosasin B (TH-2)
cos(air,b’) =cosacos f¥sinasinf (TH-3)

Dabei werden die Winkel «¢ und £ mit den von Musil verwendeten identifiziert. Weiter wird haufig das
Wertepaar (vgl. »Bronstein«, s. 79, Tabelle 2.3) bendtigt

sin% —cosZ = V2 (TH-4)

4 2

1. Darstellungsformein

Formel (T-1)4: »Bronstein«, S. 80, (2.82)

Formel (T-1),: »Bronstein«, S. 80, (2.87)

Formel (T-1);: »Bronstein«, S. 78, (2.70)

Formel (T-2),: Durch Umstellen von »Bronstein«, S. 78, (2.71)
Formel (T-2),: »Bronstein«, S. 80, (2.83)

Formel (T-2);: »Bronstein«, S. 80, (2.84)

Formel (T-3)4: Durch Umstellen der Definition (1) (vgl. oben)
Formel (T-3),: Durch Umstellen der Definition (2)

Formeln (T-4): Hier wird die trigonometrische Funktion sinp durch andere Winkelfunktionen ausgedruckt.
Die ersten drei Umformungen kénnen Bronstein«, S.81, Tabelle 2.5, erste Zeile entnommen werden. Die

2
N -1
sin p=4/1-cos’ p = |1— L _yseep

sec’ p sec p

Dabei wurde bei der zweiten Umformung von (T-1); Gebrauch gemacht. Die Beziehung
sinp =cosptanp
ist eine Umstellung der Gleichung»Bronstein,« S. 80, (2.88). Aus ihr ergibt sich die wichtige Hilfsformel

sinp
cosp

tanp = (TH-5)

und aus »Bronstein,« S. 80, (2.89)



sinp
cosp

cotp = (TH-6)

Formeln (T-5):
Hier wird die trigonometrische Funktion cosp durch andere Winkelfunktionen ausgedriickt. Die ersten

drei Umformungen kdénnen »Bronstein«, S.81, Tabelle 2.5, zweite Zeile entnommen werden. Bei der vierten
Umformung handelt es sich um eine Umstellung von (T-1);. Die beiden weiteren werden nachstehend
abgeleitet.

; 1 Jcosec’p—1
cos p=4/l-sin’ p = [1- P

2
cosec” p cosecp

Die Beziehung

cosp =sinpcotp
ist einfach eine Umstellung der Gleichung »Bronstein«, S.80, (2.89).
Bemerkung zu (T-4) und (T-5):

Die letzen beiden Umformungen in diesen beiden Formeln sind nicht konsequent. In den vorhergehenden
Umformungen werden die trigonometrischen Funktionen sinp  bzw. cosp durch jeweils eine einzige

andere trigonometrische Funktion (z. B. cosp bei sinp usw.) ausgedriickt. In diesem Zusammenhang

ist es nicht konsequent, als letzte Umformungen, zwei Gleichungen anzugeben, bei denen auf der rechten
Seite zwei verschiedene trigonometrische Funktionen befinden.

Formeln (T-6):

Die trigonometrische Funktion tanp wird durch andere Winkelfunktionen ausgedriickt. Die ersten drei

Umformungen kénnen »Bronstein«, S.81, Tabelle 2.5, dritte Zeile enthommen werden. Die beiden weiteren
werden im folgenden abgeleitet. Unter Benutzung von »Bronstein«, S. 80, (2.88), (T-4), und (T-5), folgt fur
(T-6)a

Jsec’ p—1
tanp=smp— S€CP  _ Jsec?—1

cosp 1
secp

Entsprechend ergibt sich fiir (T-6)s aus »Bronstein«, S. 80, (2.88), (T-4)s und (T-5)s

1
tanp=smp= cosecp 1
c0sp  yJoosec®p—1  yoosec’ p-1
cosecp

Formeln (T-7):
Die trigonometrische Funktion cot p wird durch andere Winkelfunktionen ausgedruckt. Die ersten drei

Umformungen kénnen »Bronstein«, S.81, Tabelle 2.5, vierte Zeile enthommen werden. Die vierte und
flinfte Umformung folgen aus cotp =1/tanp und (T-6), bzw. (t-6)s.

Formeln (T-8):




Die trigonometrische Funktion sec p wird durch andere Winkelfunktionen ausgedrickt. Formel (T-8); ist
nicht korrekt. Denn nach (T-1); und (T-1), gilt

1
cosp [1-sin?p

secp=

Vermutlich handelt es sich hier um einen Ubertragungsfehler. (T-8), folgt unmittelbar aus (T-1)s. Aus (T-8),
und (T-5), ergibt sich (T-8)s. Aus (T-6), ergibt sich (T-8), durch Auflésen nach sec p

Jsec? p—1=tanp ergibt sec p = \/tan’ p —1

Entsprechend folgt aus (T-7), durch Umstellen (T-8),:

f 2
W = + ergibt sec’p =1+ 12 undsecp = y1+cot” p
cotp

cot® p cotp

Ganz analog wird (T-8)s durch Umstellen von (T-7)s und Auflésen nach sec p erhalten. Die wenig
nitzliche Formel (T-8) folgt aus (T-5), und »Bronstein«, S. 80, (2.88) durch Umstellen

undcosp = Sinp ergibt secp = ta.mp
cosp tanp sinp

secp =
Formeln (T-9):

Die trigonometrische Funktion cosecp wird durch andere Winkelfunktionen ausgedrickt. (T-9), ist
Umstellung von (T-2)4. (T-9), folgt aus (T-9); und (T-1)4.(T-9); folgt aus (T-1); und (T-4),. (T-9), ergibt sich
aus (T-7)s durch Auflésen nach cosec p. Entsprechend ergibt sich (T-9)s aus (T-8)s. SchlieRlich folgt (T-9)s
aus (T-2); und »Bronstein«, S. 80, (2.89) durch Umstellen.

Formeln (T-10):
(T-10), folgt durch Umstellen von (T-3)s. Nach »Bronstein«, S. 82, (2.111) ist

sing = %(1—cosp) und daher 1-cosp = 23in2§

woraus mit (T-10), die Formel (T-10), folgt.

Formeln (T-11):
(T-11), folgt durch Umstellen von (T-3),. In (T-11), verwendet Musil den Ausdruck sin®(45° —g), in dem

Winkel in Grad angegeben werden. Das ist heute in der Mathematik fur die Angabe der Argumente
trigonometrischer Funktionen uniblich. Allgemein durchgesetzt hat sich die Verwendung des Bogenmales.
Danach entspricht dem Winkel 360° der Wert 27 im Bogenmal. »Bronstein«, S. 79, Tabelle 2.3, Spalte 1
enthalt die Umrechnung gangiger Gradmale in entsprechende Bogenmalle. Dem Gradmal 45° entspricht
das BogenmaR 7 /4 . Grundsatzlich werden in diesem Kommentar alle Winkelargumente von
trigonometrischen Funktionen im Bogenmal} angegeben. [vgl. hierzu auch (TH-4)].

Formel (T-11), wird im folgenden bewiesen.

Behauptung:



p

. . T
cosversp =1-sinp = 2sm2(Z—E)
Beweis:
Nach (TH-2) mit a=z/4 und f=p/2
Sin(%—gj = sin%cosg— cos%sing

Mit (TH-4) und (AH-1) wird

2
sin?| Z_P |- Q cos? _sin? 1 cos? P 1 sin? P _2cosPsinP
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Mit (TH-1) und da »Bronsteinc, S. 81, (2.96) 2cos§sin§ — sinp ist, folgt schlieBlich

2sin? (%—%} =(1-sinp)

womit die Behauptung bewiesen ist.
Formeln (T-12): (T-12), bzw. (T-12), entsprechen »Bronstein«, S. 82, (2.111) bzw. (2.112).
Formeln (T-13: (T-13): bzw. (T-13), entsprechen »Bronstein«, S. 82, (2.113) bzw. (2.114).
Formel (T-14): Beide Formel werden im folgenden bewiesen.
Behauptung zu (T-14)4:
sinp+cosp =+/1+sin2p

Beweis:
Durch Quadrieren folgt mit (TH-1) und (AH-1)

(sinp+cosp)2 =1+2sinp

sin® p+cos? p+2sinpcosp =1+2sinpcos p

Mit (TH-1) und, da nach »Bronstein«, S. 81, (2.96) 2sinpcos p = sin2p wird, ist die Behauptung
bewiesen.

Behauptung zu (T-14),:
sinp+cosp = \/Ecos(%— pj
Beweis:

Nach (TH-3)istmit « =7z /4 und g = p , folgt mit (TH-4)



«/Ecos(%—pj = \/E(COS%COSP‘F sin%sin pj = ﬁ%(cospwtsin p)

womit die Behauptung bewiesen ist.

Bemerkung:
Im Original fehlt bei (T-14), bei der Winkelangabe 45° das Gradzeichen. Hierbei handelt es sich um einen
Fluchtigkeitsfehler.

Formel (T-15)+:

Behauptung:
cosp-sinp=./1-sin2p

Beweis:

Quadrieren von beiden Seiten der Behauptung gibt mit (AH-1), (TH-1) und »Bronstein«, S. 81, (2.96) [vgl.
hierzu auch (T-26)/]

cos’ p +sin” p—2cospsinp =1-sin2p

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Formel (T-15).:

Behauptung:
. . T
cosp—smpzx/ism(z—Jp
Nach (TH-2) und (TH-4) folgt
2 ) )
ﬁsin(z— sz/i(sinzcos —coszsin jZ\/E— cosp—-sSinp)=cosp—sin
2P 7 COSP 7 Sinp ﬁ( p—sinp) p-sinp

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Formel (T-16):

Behauptung:
tanp +cotp=2cosecp

Beweis:
Mit den Beziehungen »Bronstein«, S. 80, (2.88) und (2.89), (2.82), S. 81 (2.96) und S.78 (2.70) ergibt sich
der nachstehende Beweis

sinp L Cosp _ sinp+cos’p 1
cosp sinp sinpcosp

tgp+ctgp = =2cosecp

1.
—sin2
5 p
Formel (T-16).:

Behauptung:



cotp—tanp =2cot2p
Beweis:

Mit den Beziehungen »Bronstein«, S. 80, (2.88) und (2.89), S. 81 (2.98) S. 80 (2.89) ergibt sich der
nachstehende Beweis

cosp sinp cos’p-sin’p  cos2p

cotp—tanp =— - =2cotp
sinp cosp sinpcosp 1sin2p
2
2. Umrechnungs- und sonstige Formein
Formel (T-17)4:
Behauptung:
1+sinp = 2sin2(%+pJ
Beweis:
Unter Verwendung von (TH-2) und (TH-4) folgt mit « =7z /4 und f=p/2
sin £+£ =sin£cos£+cos£sin£=£(cos£+sin£j (@)
4 2 4 2 4 2 2 2 2

Durch Quadrieren von (1) ergibt sich unter Beachtung von (AH-1) und (TH-1)

.ol P 1( . 5 2 . p p) 1 .
4+ == +C0s” p+2sin—cos— |=—(1+sin
sin (4+2J 2(sm p p 5 2} 2( p)

wobei »Bronstein«, S. 81, (2.96) mit « = p /2 verwendet wurde. Damit ist (T-17), bewiesen.

Formel (T-17),:
Diese Formel ist identisch mit (T-11),, was Musil nicht vermerkt hat.

Formel (T-18):

Behauptung:

mﬂanz(ﬁﬁj
1-sinp 4 2



Beweis:
Zunachst gilt nach »Bronstein«, S. 80, (2.88)

Nach (T-17), qilt
1+ sinp = 2sin? ( J

Zum Beweis von (T-18), muss daher unter Berticksichtigung von (TH-5) nur gezeigt werden, dass

1-sinp = 2003( j

Nach (T-17), qilt

1-sinp = 2sin2(z—£j
4 2

Der Beweis ist geschlossen, wenn gezeigt werden kann, dass

sin?| Z-P |- cos?[ 2R
4 2 4 2

Nach (TH-2) gilt mit (TH-4)

sin| Z-P | = sinZcosP —cosZsinP - Q cosP _sinP
4 2 4 2 4 2 2 2 2
Durch Quadrieren dieses Ausdrucks ergibt sich mit (AH-1) und (TH-1)
sinz( Z-P ] 1-2sin2cosP (1)
4 2) 2 2 2

Als néchstes wird der Ausdruck cos®(z /4 + p/2) berechnet. Nach (TH-3) und (TH-4) folgt

cos (” pj {ﬁ(cosﬁ—sinpﬁﬂ =1(1—23in£cos£j (2)
2 2 2 2 2

4 2 2

Da die auf den rechten Seiten von (1) und (2) stehenden Ausdriicke identisch sind, gilt dies auch flr die
Ausdriicke auf den linken Seiten, womit der Beweis von (T-18), erbracht.

Bemerkung:
Die Funktion tan x und damit erst recht der Ausdruck tan? (7z/4+ p/2) auf der rechten Seite von (T-18),

werden fiir x =(2k +1)z/2 k =0,12... unendlich («). Dies ist &quivalent mit p = (4k +1) /2. Es wird

nun gezeigt, dass die linke Seite von (T-18), fir die gleichen Werte von p den Wert Unendlich annimmt.
Der Ausdruck



1+sinp

1-sinp

wird Unendlich, wenn der Nenner den Wert 0 annimmt und der Zahler nicht fir die gleichen Argumente
ebenfalls 0 wird.. Aus der Bedingung 1—sinp =0 folgt

sinp=1= p=(4k+1)z/2 k=123,...

was mit der fUr die rechte Seite abgeleiteten Bedingung identisch ist.
Formel (T-18).:

Behauptung:

—1+Smp:tan(£+£J (1)
cosp 4 2
Beweis:
Nach »Bronstein«, S. 80, (2.92) gilt
tan(a + ,B) = M (TH-?)
a 1Ftanatan B
Mit e =7 /4 und g =p/2 folgt aus (TH-10)

r P tan£+tanﬁ
tan(—+—j: 4 2
4 2

1—tan£tan P
4
Weiter gilt nach »Bronstein«, S. 79, Tabelle 2.3

tanz =1
und daher

4

- 1+tanB cosB+sinB
tan(—+£j: 2 - 2 2
2 1—tan£ cosB—sinB
2 2
gilt

(1)
wobei fur die zweite Umformung (TH-5) berticksichtigt wurde. Nach »Bronstein«, S. 83 (2.130) und (2.131)

p

1
inZ = [=(1-
Sin ( COSP)

(TH-9)



cosgz %(1+cosp) (TH-10)

Aus diesen Formeln und (2) folgt

(7[ p} J1+cosp +./1-cosp
tan| —+= |=
4 2) [+cosp-.1-cosp

Erweiterung der rechten Seite mit dem Ausdruck \/1 +cosp + \/1 —Ccos p gibt unter Berticksichtigung der
elementaren Formeln (AH-1) und (AH-2) die Umformung

tan(£+£J— 1+cos p+2,/(1+cosp)(1-cosp)
2) 1+cosp—(1-cosp)

Fir den Radikand im Zahler gilt mit (TA-2)
(1+cosp)(1-cosp)=1-cos’ p

Damit folgt

_+_
4 2 2cosp cosp

Der Faktor 2 auf der rechten Seite wird geklrzt und mit (TH-1) folgt die Behauptung.

Formel (19);:
Behauptung:
1+tanp _tan £+p
1-tanp 4
Beweis:

Nach (TH-7) und (TH-8) gilt fur die rechte Seite der Behauptung

tan£+tanp
tan(£+pj: 4 _1+tanp

1—tan%tanp 1-tanp

Formel (19),:"
Behauptung:
1-tanp _tan Z_p
1+tanp 4
Beweis:

Mit (TH-7) und (TH-8) ergibt sich fur die rechte Seite



tanz—tanp
tan(” j: 4 _1-tanp

2 P “1+tanp

T
1+tan = tan
4 p

Vorbemerkung zu den Formeln (T-20) mit (T-25):

In diesen Formel verwendet Musil fur die Argumente der trigonometrischen Funktionen die Winkel 30° und
60°. Innen entsprechen die BogenmaRe (vgl. »Bronstein«,S. 79, Tabelle 2.3) 7 /6 und 7 /3, die im
folgen-den verwendet werden.

Formel (T-20):

Behauptung:

sin(£+pj =cosp—sin(£—pj
6 6

Beweis:
Nach (TH-2) gilt

sin(£+pj=sinzcosp+cos£sinp (1)
6 6 6

Weiter gilt nach »Bronstein«, S. 79, Tabelle 2.3

sinZ =1 (TH-11)

6 2
cosfzﬁ (TH-12)

2

Daher wird aus (1)
(7 1 \/§

sSin| — =—CO0Ss —SIn 2
'(6“))2 p+—-sinp ()

Damit ist die linke Seite der Behauptung umgeformt. Fiir die rechte Seite folgt mit (TH-2), (TH-11) und (TH-
12)

(7 . T . 1 \/5 .
cosp-sin| =—p |=cosp—| sin=cosp —cos=sinp |=cosp—| —cosp——sinp | =
6 6 6 2 2 3)

J3

1 .
—COS p +——sin
2 P 2 P

Da die rechten Seiten von (2) und (3) Ubereinstimmen, ist die Behauptung bewiesen.

Formel (T-21):

Behauptung:



cos(£+pj = cos(z—pj—sinp
6 6

Beweis:
Umformung der beiden Seite von (T-21) mit (TH-3) gibt zunachst

COSECOSP—SIHESIHP=COSECOSP+SIHESInp—SInp

Mit (TH-11) und (TH-12) folg unter Beachtung der Tatsache, dass sich auf beiden Seiten der Term

cosz / 6¢cos p heraushebt
—1sinp = 1sinp —sinp = —1sinp
2 2 2 ’

womit die Behauptung bewiesen ist.

Formel (T-22):

Behauptung:
sin(z—pJ = sin(£+pj—sinp
3 3

Nach »Bronstein«, S. 79, Tabelle 2.3 gilt

Beweis:

sinzzﬁ
3 2

r 1
COS—=—
3 2

Umformung beider Seiten der Behauptung ergibt mit (TH-2)
sin—cos p —cos—sinp = sin—cosp + cos—sinp —-sinp
3 3 3 3
In (1) hebt sich auf beiden Seiten der Ausdruck sinz / 3cosp heraus und es folgt daher

—coszsinp = coszsinp—sinp
3 3

Durch Einsetzen von (TH-14) in (2) folgt die Behauptung, da beide Seiten von (2) gleich sind.

Formel (T-23):

Behauptung:

cos(z— pj =Ccosp —cos(£+ pj
3 3

(TH-13)

(TH-14)



Beweis:
Mit (TH-2) ergibt sich auf beiden Seiten der Behauptung

coszcosp + sinzsinp =COSp-— (coszcosp —sinZsin pj
3 3 3 3

Hierin heben sich auf der linken und rechten Seite die Terme sinz / 3sinp weg und mit (TH-13 folgt die
Behauptung, weil sich auf beiden Seiten der gleiche Ausdruck 1/2cos p ergibt.

Abschlussbemerkung zu den Formeln (T-20) mit (T-23):

Fir praktische Berechnungen waren diese Formeln in der Zeit vor der Erfindung des Computers be-
deutungslos, weil sie keinerlei Erleichterung bei der Berechnung der auf den linken Seite stehenden
Funktionswerte bieten. Es handelt sich um sehr elementare ,Spielereien“. Generell werden die von Musil
auf den linken Seiten stehenden ganzzahligen Faktoren auf die rechten Seiten gebracht, weil so eine
Ubereinstimmung mit den in den zitierten Quellen angegebenen Formeln herbeigefiihrt wird

Vorbemerkung zu den Formelgruppen (T-24) und (T-25):
In diesen beiden Formelgruppen werden Potenzen von der zweiten bis zur finften Ordnung fir die
trigonometrischen Funktion sinp bzw. cosp berechnet.

Formel (T-24),: »Bronstein«, S. 83, (2.130)

Formel (T-24),: »Bronstein«, S. 83, (2.132)

Formel (T-24);: »Bronstein«, S. 83, (2.134)

Formel (T-24),:

Behauptung:
. 5 1,. . .
sin® p = %(sm5p—53|n3p+103|np)

Beweis:
Unter E. Weisstein: http://mathworld.wolfram.com/TrigonometricPowerFormulas.html findet sich folgende
allgemeine Formel (8) fiir die Berechnung der Potenzen der Funktion sinx mit ungeradem Grad 2n + 1 n

als ganzer Zahl:

sinix - (-1)" [znk+1jsin[(2n+1—2k)x] (1)

2n
2 k=0

Aus (1) und (AH-3 bis (AH-5) mit x=p und n =2
_ (-1’ [(5) . 5) ., (5).
sin® p=—~ sinb5p — sin” p + sin
p > [lo p 1 p 2 p

| | | 1.4.
(5}_ 5! _45_, (5} 5! _3t45 .

Aus (AH-3) ergibt sich

1) a1 41 2] 3121 311.2

und damit folgt schlieBlich


http://mathworld.wolfram.com/TrigonometricPowerFormulas.html

sin® p = %(sinSp—SsianHOsinp)
Dies ist genau die Formel (T-24),.

Formel (T-25)4: »Bronstein«, S. 83, (2.131)
Formel (T-25),: »Bronstein«, S. 83, (2.133)

Formel (T-25);: »Bronstein«, S. 83, (2.135)

Formel (T-25)4:

Behauptung:

cos’p = %(cosSp —5cos3p+10cosp)

B eweis:
Die im Beweis von (T-24), angegebene Quelle von Weisstein enthalt folgende Formel

1 &(2n+1

cos™! x = — cos[ (2n+1-2k) x| (2)
4" =\ k

Zu beachten ist, dass in (2) auf der rechten Seite ausschlieBlich positive Glieder stehen. Mit (AH-3) bis

(AH-5) folgt aus (2) mit x =p fiur n=2

cosSp:%(0035p+50033p+10003p) (3)

Gleichung (3) unterscheidet sich von Musils Formel dadurch, dass der Term 5cos3p ein positives Vor-

zeichen aufweist, wahrend bei Musil ein negatives steht. Vermutlich handelt es sich bei Musil um einen
Ubertragungsfehler. Die von Weisstein angegebene Formel (2) ist aus folgendem Grund richtig:

Unter http://de.wikipedia.org/wiki//Formelsammlung_Trigonometrie# note-20 wurde Gleichung (3) mit
Verweis auf folgende Literaturstelle aufgefihrt: I. S. Gradstein und |. M. Ryzhik: Tables of Integrals, Series
and Powers, Academic Press, 5" ed., 1994, Verweis 1.323.5. Dem Verfasser steht dieses Buch nicht zur
Verfligung. Jedoch konnte er Einsicht in die vorhergehende 4. Auflage aus dem Jahr 1984 nehmen. Dort
findet sich auf S. 25 im Abschnitt 1.320 Formel (2) fir den Exponent 2n —1. Eine Umrechnung auf den
Exponenten 2n +1 ergibt (2).

Vorbemerkung zu den Formelgruppe (T-26) und (T-27):
In diesen Formeln werden trigonometrische Funktionen, deren Argumente ganzzahlige Vielfache np des

Grundarguments p sind, durch Potenzen der Grundfunktionen sinp und cosp und deren Produkte dar-
gestellt.

Formel (T-26)4: »Bronstein«, S. 81, (2.96)

Formel (T-26),:

Behauptung:

sin3p =3sinpcos? p—sin’® p (1)
Beweis:
Bei »Bronstein«, S. 81, (2.97) findet sich


http://de.wikipedia.org/wiki//Formelsammlung_Trigonometrie

sin3p =3sinp—4sin®p (2)
Gleichung (1) lasst sich mit Hilfe von (TH-1) wie folgt in (2) umformen:
sin3p = 3sin pcos® p - sin® p = 3sin p(1-sin® p) —sin® p=3sinp-4sin®p

Die in »Bronstein« angegebene Gleichung ist zweckmafiger als die von Musil, weil auf der rechten Seite
nur sinp und sin® p auftreten, wahrend bei Musil zusatzlich noch cos? p enthalten ist.

Formel (T-26);:

Behauptung:

sin4p = 4sinpcosp(cos2 p —sin? p) (3)
Beweis:
Bei »Bronstein«, S. 81, (2.100)

sin4p = 8cos? psinp —4sinpcosp (4)

Gleichung (3) lasst sich mit Hilfe von (TH-1) in (4) umformen:
sin4p = 4sinpcosp(2cos2 p—1) =8cos® psinp—4sinpcosp
Formel (T-26),:
Behauptung:
sinnp =sin(n—1)pcosp+cos(n—1)psinp
Beweis:

Setze im Additionstheorem (TH-2) a = (n —1)p und S = p ,so folgt sofort
sin(np) = sin[(n ~1)p+ p] =sin(n—1)cosp+cos(n—1)psinp

Bemerkung:
Eine Gleichung der Form von Formel (T-26), heit Rekursionsbeziehung. Sie gestattet es durch wieder-

holte Anwendung alle Ausdriicke der Form sinnp aus Ausdriicken niedrigerer Ordnung zu berechnen. Z.
B. giltfir n =2

sin2p =sinpcosp +cospsinp =2sinpcosp

womit Formel (T-26), wieder gewonnen ist. Durch wiederholtes Anwenden von (T-26), lassen sich
Darstellungsformeln fiir sinnp von beliebiger Ordnung n gewinnen.

Formel (T-27):

Behauptung:

cos2p =cos’ p—-sin’p=2cos’ p-1=1-2sin’p (1)
Beweis:



Bei »Bronstein«, S. 81, (2.98)
cos2p =cos? p—sin®p 2)

Gleichung (2) stimmt mit dem ersten Ausdruck auf der rechten Seite von (1) tUberein. Die beiden anderen
Ausdricke folgen durch Anwendung von (TH-1) wie folgt

2cos’p -1
cos?p-sin®p = cosp
1-2sin’p

Formel (T-27),:

Behauptung:
cos3p =cos® p—-3sin® pcosp (3)
Beweis:
Bei »Bronstein«, S. 81, (2.99)
cos3p =4cos® p-3cosp (4)

Die rechte Seite von (3) lasst sich mit Hilfe von (TH-1) in die rechte Seite von (4) umformen.
cos® p —3sin? pcos p = cos® p—3(1 — cos? p)cosp =4cos’ p-3cos?p

Wie in (T-26), ist die in »Bronstein« angegebene Gleichung ist zweckmaRiger als die von Musil, weil auf
der rechten Seite nur cosp und cos® p auftreten, wahrend bei Musil zusatzlich noch sin? p enthalten ist.

Formel (T-27);:

Behauptung:
cos4p =cos’ p-6sin® pcos? p +sin’ p (5)
Beweis:
Bei »Bronstein«, S. 81, (2.101)
cos4p =8cos* p—-8cos’ p+1 (6)

Die rechte Seite von (5) kann mit Hilfe von (TH-1) und (AH-1) in die rechte Seite von (6) umgeformt
werden.
2
cos* p—6(1-cos’ p)cos® p+(1-cos® p)” =cos* p—6cos® p+6cos* p+1-2cos’ p+cos* p =

8cos* p—8cosp+1
Formel (T-27),4:

Beweis:
E. Weisstein, http://mathworld.wolfram.com/Multiple-AngleFormulas.html, dort Gleichung (47)

Formeln (T-28) und (T-29): Identisch mit (TH-2), Verweis auf »Bronstein« wird dort angegeben..

Formeln (T-30) und (T-31): Identisch mit (TH-3) , Verweis auf »Bronstein« wird dort angegeben.

Formeln (T-32) und (T-33):



http://mathworld.wolfram.com/MultipleAngleFormulas.html

Behauptung:
Zusammenfassen der beiden Formeln ergibt

_tanpttanq  cotqg+cotp
1¥tanptang cotpcotqgx1

tan(p£q)

Beweis:
Der erste Ausdruck auf der rechten Seite ist identisch mit (TH-7). Der zweite ergibt mit » Bronstein«, S. 80,
(2.88) und (2.89) wie folgt. Zunachst gilt

1
tanp =——
cotp

und daher

1+1

tanpttang _ cotp cotq
¥tanptang 11
cot p cotq

Erweitern auf der rechten Seite mit cotpcotq liefert

tanpttang  cotqg=xcotp
1¥tanptanqg cotpcotqx1

Formeln (T-34) und (T-35):

Behauptung:
Zusammenfassen der beiden Formeln ergibt

cot(p+q)=2peotal_Txtanptang
- cotptcotqg tanp*tang

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite ist identisch mit » Bronstein«, S. 80, (2.93). Der zweite ergibt sich
durch ganz analoge Rechnung wir bei (T-32) und (T-33).

Vorbemerkung zu den Formeln (T-36) mit (T-39):

In diesen Formeln werden auf den linken Seiten stehende Produkte trigonometrischer Funktionen dar-
gestellt. Es ist im Ubrigen zweckmaRig, auf den linken Seiten den gemeinsamen Faktor 1/2 auszu-
klammern (vgl. dazu die Ausfihrungen zu (T-39)).

Formel (T-36): »Bronstein«, S. 82, (2.123)

Formel (T-37): »Bronstein«, S. 82, (2.124)

Formel (T-38): »Bronstein«, S. 82, (2.125)

Formel (T-39):

Vorbemerkung:
Musil schreibt (T-39) wie folgt




1 1
cospsing = —sin(p+q)-7sin(p-q)

In der Mathematik ist es allgemein Ublich, gemeinsame Faktoren in algebraischen Ausdricken (z. B.
Summen oder Differenzen) ,auszuklammern®. Dabei wird der gemeinsame Faktor vor eine runde oder
eckige Klammer gesetzt. In der Klammer befinden sich die Terme des algebraischen Ausdrucks ohne den
gemeinsamen Faktor. Dadurch ist die Struktur des betreffenden Ausdrucks klarer zu erkennen. In der
Transkription werden gemeinsame Faktoren nicht ausgeklammert wohl aber im Kommentar.

Behauptung:
cospsing = %[Sin(l)+ q)-sin(p-q)]

Beweis:
Durch Vertauschen von p und q folgt aus (T-38)

cospsing :%[sin(p+ q)+sin(g—p)]

Es istaber ¢ —p =—(p—q) und mit »Bronsteing, S. 79, (2.76) bzw. (2.77)
sin(—x) =-sinx (TH-16)
cos(—x)=cosx (TH-17)

folgt sin(q—p) =—sin(p—q), womit der Beweis erbracht ist.

Vorbemerkung zu den Formeln (T-40) mit (T-45):
In diesen Formeln werden Summen und Differenzen trigonometrischer Funktionen mit verschiedenen
Argumenten p und q angegeben.

Formel (T-40): »Bronstein«, S. 82, (2.115).

Formel (T-41): »Bronstein«, S. 82, (2.116).

Formel (T-42): »Bronstein«, S. 82, (2.17).

Formel (T-43):

Behauptung:
cosq—cosp:2sinp;qsinp;q (1)
Beweis:

(1) lasst sich auf die bei»Bronstein«, S. 82, (2.118) angegebene Formel

cosp-cosq = —2sinP =9 sinP—9 (2)

2 2

zurlckfihren, wenn unter Beachtung von (TH-16) in (2) die Argumente p und q vertauscht werden.

Formel (T-44):



Die beiden Formeln lassen sich fur die Argumente p+q zusammenfassen. Sie sind identisch mit
»Bronstein«, S. 82, (2.119).

Formel (T-45):
Die beiden Formeln lassen sich nach dem Muster von (T-44) zusammenfassen. Sie sind identisch mit
»Bronstein«, S. 82, (2.120)

Formel (T-46)4:

Behauptung:
sin(p+
cotp+tanp = M
sinpsing
Beweis:

Werden in »Bronstein«, S. 82, (2.121) o =q und S = p gesetzt, so folgt mit Beachtung von (TH-17)
cos(q — p) =cos(p —q) und damit (T-46),.

Formel (T-46),: »Bronstein«, S. 82, (2.122).

Formel (T-47):

Behauptung:
p+q
. . tan
S!”P+S!nq: 2 =tanp+qcotp_q
sinp —sing tanp_q 2 2
2
Beweis:

Far den ersten Teil der Behauptung gilt durch Einsetzen von (T-40) in den Zahler und von (T-41) in den
Nenner

. P+q pP—-q . pt+q p+q
sinp+sinq:2s'n 5 coSs > :sm? 1 _tan—
sinp-sing 2cosp+qsinp_q cosp_q sinp_q tanp_q

2 2 2 2
cosP—9
2

dabei wurde von »Bronstein,« S. 80, (2.88) Gebrauch gemacht. Die zweite Umformung in (T-46) ist wegen
»Bronstein,« S. 80, (2.87) trivial.

Formel (T-48):

Behauptung:
COSp +COoSq tanp;q p+q .p—-q
= = cot cot
COSp —COs(q tanp_q
Beweis:

Far den zweiten Teil der Behauptung gilt durch Einsetzen von (T-42) in den Zahler und von (T-43) in den
Nenner



pP+q P-4 . sPta

2cos

co “cot
cos(p+q): 2 5 _ 2 1 = 2 _cotPr9c0tP—4
cos(p-q) 2sinP 96inP=9  §inP*9 gnP=9 g P=49
2 2 2 2
cosP—9

Dabei wurde von »Bronstein,« S. 80, (2.88) und (2.89) Gebrauch gemacht. Der erste (mittlere) Teil der
Behauptung ist falsch. Denn aus der vorstehenden Formelkette folgt

p+q p+q
cos(p+q)_°°s > 1 _cot
cos(p-q) sinP™9 spP=9 gnP—9
2 2 2
cosP—9

Formel (T-49)+:

Behauptung:
sinp+sing _ cosp-—cosq

cosp+cosq sing-sinp

Beweis:
Es darf Uber Kreuz multipliziert werden, wenn cosp+cosq #0 und/oder sing—sinp =0 gilt. Die
Sonderfalle werden fiir die weitere Betrachtung ausgeschlossen. Dann gilt
(sinp+sing)(sing —sinp) =(cos p—cosq)(cosp +cosq)
Mit Gleichung (AH-2) folgt auf beiden Seiten

sin® g —sin® p = cos® p—cos® q = 1-sin’ p—(1-sin’ q) = sin® g —sin’ p

Formel (T-49), :

Behauptung:

sinp +sing :tanp+q
COS p +Ccosq

Beweis:
Einsetzen von (T-40) und (T-42) in die linke Seite liefert

. P+q pP—q
sinp+sinq_2SIn 2 cos 2 _tanp+q
COSp +CO0Sq 2cosp+qcosp_q

2 2

Formel (T-50);:

Behauptung:
sinp+sinqg _ cosp+cosq

cosp-cosq sing-sinp




Beweis:

Der Beweis erfolgt nach dem Muster des Beweises fur den ersten Teil von (T-49), wobei die Sonderfalle
cosp—-cosq =0 und sing —sinp =0 sowie p =q ausgeschlossen werden. Durch liber Kreuz
multiplizieren folgt

(sinp+sing)(sing —sinp) =(cos p+cosq)(cos p—cosq)
und mit (AH-2) und (TH-1)
sin® g - sin” p = cos® p —cos’ g =1-sin” p— (1-sin’ q) =sin?g-sin’p

Durch die algebraische Umformung folgt also aus (T-50), die vorstehende Identitat, womit diese Formel
bewiesen ist.

Formel (T-50),:

Behauptung:

sinp +sing :Cth—p
COsSp —Cosq

Beweis:
Durch Anwenden von (T-40) auf den Zahler der linken Seite und (T-43) auf deren Nenner angewendet und
anschlieend »Bronstein«, S. 80, (2.89) und S. 79, (2.79) folgt

Formel (T-51):

Behauptung:
tanp+tanqg cotp-cotq
tanp—-tanqg cotg-—cotp
Beweis:

Mit Anwenden von »Bronstein«, S.80, (2.87) auf die rechte Seite folgt

1 1
+
tanp+tang tanp tangq
tanp —tang 11
tanp tanq
Erweitern der rechten Seite mit tanptanq liefert
1 N 1
tang tanp tanp+tang
11 tanp—tang
tang tanp

womit der Beweis geschlossen ist.



Formeln (T-52)1 und (T-52)2:

Diese beiden Formeln konnen in einem Schritt bewiesen werden.

Behauptung:
tanp+tang _tanp-tang =tanptang
cotp+cotq cotq—cotp

Beweis:

Anwendung von (T-44), auf den linken Term liefert

tanp+tang _ sin(p+q) sinpsing
cotp+cotq cospcosqsin(p+q)

=tanptanqg (1)

=tanptanqg (2)

tanp-tanq _ sin(p—-q) | sinpsing _ sin(p—q) sinpsing
cotg—cotp cospcosq| sin(q—p)| cospcosq sin(p-q)

Da die Umformungen in den Gleichungen (1) und (2) auf das gleiche Ergebnis tanptanq fiuhren, sind
beide Teile der Behauptung bewiesen.

Formeln (T-53)4 und (T-53).:

Diese beiden Formeln kdnnen in einem Schritt bewiesen werden.

Behauptung:
tanp+cotg _cotg—tanp _, . hcotg
cotp+tang cotp-tang

Beweis:

Anwendung von (T-46), auf die linke Seite (im Zahler dabei p und q vertauschen) gibt unter
Berucksichtigung von »Bronstein«, S. 79, (2.77)

tanp+cotq cos(p—q) sinpcosq
cotp+tanp singcosp cos(p-q)

=tanpcotq

Anwendung von (T-46), auf mittleren Teil (im Zahler p und q vertauschen) gibt

cotqg—tanp cos(p+q) sinpcosq
cotp—-tang singcosp cos(p+q)

=tanpcotq

Damit ist nicht nur der erste sondern auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen.
Formel (T-54):

Behauptung:



tanp+tang

=tanptan(p+
cotp—tanqg P (p q)
Beweis:

Umformung der rechten Seite mit (T-32), liefert zunachst

tanp+tang tan’ p + tanptang
1-tanptang 1-tanptang

tanptan(p+q)=tanp

Teilen von Zahler und Nenner des rechten Ausdrucks durch tan p liefert
tan® p + tanptang _tanp+tang tanp+tang
1-tanptang 1 cotp—tanp

— —tang
tanp

wobei »Bronstein«, S. 80, (2.87) verwendet wurde. Da der rechte Teil von (T-54) sich in den linken
umformen lasst, ist die Richtigkeit von (T-54) bewiesen.

Formel (T-55):

M = Cotqtan(p +q)
cotp—-tang
Uberprifung:

Anwenden von (T-32), auf die rechte Seite liefert

cotgtan(p+q)=cotq tanp+tang _ cotgtanp +cotqtang
1-tanptang 1—tanptang

Der zweite Term im Zahler der rechten Seite ist wegen »Bronstein«, S. 80, (2.87) gleich 1 und daher wird

+cotq
1+tanpcotq tanp _ cotp+cotq

1-tanptang 1 _tang ~ cotp—tang
tanp
Damit ist die Formel von Musil bewiesen.
Formel (T-56):
Behauptung:
M = tanptan(p_q)
cotp+tang
Beweis:

Mit (T-33)1 folgt unter Beachtung von »Bronstein«, S. 80, (2.87)



tanp-tang 1 tanp-tanqg tanp-tang
1+tanptang cotp1+tanptanqg cotp+tang

tanptan(p—g)=tanp

Damit ist (T-56) bewiesen.

Formel (T-57):

Behauptung:
cotg —cotp = Cotqtan(p_q)
tanqg +cotp

Beweis:

Anwenden von (T-33), auf die rechte Seite liefert

cotqg-cotp cot? g —cotpcotq
1+cotpcotq 1+cotpcotq

cotgtan(p—q)=cotq
Teilen von Zahler und Nenner des letzten Ausdrucks durch cotq ergibt unter Berlicksichtigung von
»Bronstein«, S. 80, (2.87)

cotq —cotp
Cthtan(p—q) :W

Damit ist der Beweis gefuhrt
Formel (T-58):
Behauptung:

Formel (T-58) umfasst zwei Formeln, die sich wie folgt kompakter in einer Gleichung angeben lassen.

cos(pFq)
COS pcosq

1+tanptang =

Beweis:
Nach (T-30) und (T-31) gilt

cos(p+q)=cospcosqFsinpsing
und damit wird unter Beachtung von »Bronstein«, S. 80, (2.88)

cos(pFq) cospcosq*sinpsing
cos pcosq cos pcosq

=1+tanptanqg

Damit ist der Beweis erbracht.

Formel (T-59);:



Behauptung:
sin(p+q)sin(p-q)=sin’ p—sin’q

Beweis:
Nach (TH-2) gilt fir die linke Seite

sin(p+q)sin(p—q)=(sinpcosq +cos psing)(sinpcosq —cos psing))
Werden in (1) @ =sinpcosq und b =cospsing gesetzt so folgt aus (AH-2)
sin(p+q)sin(p—q)=sin” pcos” g —cos” pcos® q
Mit (TH-1) ergibt sich
sin® pcos® g —cos® psin’ q = sin” p(1-sin’ g ) - (1-sin® p)sin® g = sin’ p —sin’q
Damit ist (T-59), bewiesen.

Formel (T-59),:

Behauptung:
sin(p+q)sin(p-q)= %(cos2q —cos2p)

Beweis:
Teil 2:

Nach »Bronstein«, S. 83, (2.130) gilt
_— 1
sin’p = 5(1 —cos2p)
Damit folgt aus der rechten Seite von Gleichung (2) in (T-59),
sinp—sin®q = %[1 —cos2p—(1-cos 2q)] = %(cos2q —cos2p)

Damit ist der Beweis geschlossen.

Formel (T-60);:

Behauptung:
cos(p+q)cos(p—q)=cos’ p-sin®q = %(cos2q —sin2p)

Beweis:
Mit (TH-3) folgt

cos(p+q)cos(p—q)=(cospcosq—sinpsing)(cospcosq +sinpsing)



Wird a =cospcosq und b =sinpsing gesetzt, so folgt aus (AH-2)
cos(p+q)cos(p—q)=cos’ pcos’ q —sin’ psin’q
Durch Anwenden von (TH-1) ergibt sich

cos® pcos® q —sin? psin’ q = cos® p(1-sin® ) - (1-cos? p)sin®q
= cos® p —cos® psin® g —sin® g + cos® psin®q
=cos’ p—sin‘q

Damit ist (T-60), bewiesen.

Formel (T-60),:

Behauptung:
Die Behauptung wird fiir (T-60), und (T-60), zusammengefasst angeschrieben.

cos(p+q)cos(p—q)=cos’ p-sin®q = %(cos2q —sin2p)

Beweis:
Nach »Bronstein«, S. 83, (2.130 und (2.131) gilt

cos’p = %(1 +cos2p)
sin®p = %(1 —cos2p)
Damit folgt aus (1) in (T-60),
cos?p—sin®q = %[1 +c0s2p —(1-c0s2q) | = cos 2p +cos2q
Bei Musil steht
2 . 2 1 .
cos’ p-sin®q = E(cos2p —sin2q)

Diese Formel enthalt zwei Fehler:

1 Das Vorzeichen des zweiten Terms auf der rechten Seite ist falsch (richtig + statt -).
2. Anstelle der Funktion cos2q steht die falsche Funktion sin2q .

Formel (T-61):

Behauptung:
sin(p+q)cos(p—q)= %(sin 2p +sin2q)

Mit (TH-2) und (TH-3) folgt

(1)



sin(p+q)cos(p—q)=(sinpcosq +cospsing)(cos pcosq +sinpsing)
= sinpcos pcos? g + sin® psing cos q + cos? psingcosq + cos psin psin’ q
= sinpcos p(cos’ g +sin’ g)+singcos q(sin® p + cos® p)

=sinpcosp+singcosq
Nach »Bronstein«, S. 82, (2.125) gilt

sinpcosq :%[sin(p—q)+sin(p+ q)]
Wird p =q gesetzt und sin0 =0 (»Bronstein«, S. 79, Tabelle 2.3, 1. Zeile) beachtet, so folgt
sinpcosp +singcosq = %(sin 2p+sin2q)
Damit ist (T-61) bewiesen.

Formel (T-62):
Behauptung:
sin(p—q)cos(p+q)= %(sin 2p—sin2q)
Beweis:
Mit (TH-2) und (TH-3) wird

sin(p—q)cos(p+q)=(sinpcosq —cospsing)(cos pcosq—sinpsing)

= sin pcos pcos® g — sin’ psing cos q —cos® psing cosq + sin® g sin pcos p
Fir die rechte Seite folgt mit (TH-1)

sin(p—q)cos(p+q)=sin pcosp(sin2 q + cos? q) - sinqcosq(sin2 p + cos? p)

=sinpcosp—singcosq

Bei der Uberpriifung von (T-61) wird gezeigt, dass
. 1. . 1.
sinpcosp :Esm2p singcosq :Esm2q
Daher wird
sin(p—q)cos(p+q)= %(sin2p—sin2q)

und der Beweis ist geschlossen.
Formel (T-63):

Behauptung:



cosmu
cos™u

(m), —(m), tan?u + (m), tan* u — (m), tan®u+...

Vorbemerkungen:

1. Im zweiten Term auf der rechten Seite verwendet Musil fur die trigonometrische Funktion
Tangens einmal die Abkurzung ,tang“, die sonst in seinem Manuskript und daher auch in
(T-63) nicht auftaucht.

2. Die Ausdrucke (m)o, (m)1 usw. sind bei Musil nicht definiert. Daher kann (T-63) nicht

ausgewertet werden. Diese Koeffizienten konnen jedoch bestimmt werden, wie in der
folgenden Analyse gezeigt wird.

Analyse:

Unter E. Weisstein http://mathworld.wolfram.com/Multiple-AngleFormulas.html findet sich folgende
Formel

m (‘m
cosmu:Z(kjcos"usin”’"ucosB(m—k)yz} (1)

k=0

Aus (1) lasst sich leicht eine allgemein gultige Beziehung fur die Berechnung des Ausdrucks
cosmu / cos™ u ableiten. Zunachst ergibt sich aus (1) durch Teilen mit cos™ u

cosmu _ i(r:jtan’”" ucos@ (2)

cos"u =3

Es gilt nach (AH-3)

Ferner gilt fir k =m

-k
cos(m ) =cos0=1
2
Damit folgt aus (2)
m -k
cosmu _ 1+ m cosutan’””‘ u (3)
cos” u =\ k 2

Im folgenden wird die Zahl m—k als Ordnung des Terms tan”*u bezeichnet. Die Reihe (3) ist
nach fallenden Ordnungen angeordnet. Der Koeffizient des allgemeinen Gliedes mit der Ordnung
m—k in der Reihe (3) werde mit a, bezeichnet. Aus (3) ist abzulesen, dass

a, = (mjcosM

k 2
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ist. Damit nimmt (3) folgende kompakte Form an

cosmu & _
— =1+ a tan"“u (4
cos"u e

Musil hat seine Reihe nicht nach mit wachsender Zahl k fallenden sondern nach aufsteigenden
Ordnungen angeordnet. Eine zur Reihe von Musil ahnliche Darstellung lautet

cos mu 0
=1+ tan‘ u 5
cos” U kz:;, Py (9)

Vergleich des allgemeinen Koeffizienten von (4) und (5) liefert

oder

m kr
= cosS— 6
Py (m_kj > (6)

Aus (6) folgt sofort, dass fur ungerade Zahlen k=2r-1 r=12.3,... die Koeffizienten p, ver-
schwinden, denn

(2r—1)7z B

cos > =0 wennr=1 2 3,...

FUr geradzahlige Werte von k=2r r =123,...<s wird

Px = P2, :( jCOSI’ﬂ' (7)

2s - 2r

oder

2] s
_[2(321)} r=135...

Die Koeffizienten von Musil enthalten die Vorzeichen nicht, die in (7) vom Faktor
cos(kr | 2) = cosrz gesteuert werden Daher ergibt sich fiir die Koeffizienten von Musil die nur

teilweise richtige Darstellung

I
C

p2r

2s

Kommentar zu der Formel (T-63) von Musil




1. Der Vergleich von (T-63) mit den Gleichungen (5), (6) und (7) zeigt, das Gleichung (T-63)
die Struktur dieser abgeleiteten Formeln richtig wieder gibt.
2. Allerdings wird in Gleichung (T-63) die Vorschrift fir die Berechnung der Koeffizienten

(m)k k =0,2,4,... der Reihenentwicklung nicht angegeben. Daher konnen diese Reihen

nicht ausgewertet werden. Die Bezeichnung der Koeffizienten (m)k k=0,24,... in(T-63)

ist nicht besonders gut gewahlt, da sie weder die Berechnungsvorschrift enthalt noch
Aufschluss uber die Struktur dieser Entwicklungskoeffizienten gibt. Richtig ist bei Musil,
dass alle Reihenterme mit ungerader Ordnung k=2r -1 r =12,3,...<s verschwinden.In

allen abgeleiteten Gleichungen tritt der kontante Term +1 auf. Bei Musil weist der Term
(m)0 ebenfalls ein positives Vorzeichen auf. Jedoch hat Musil nicht erkannt, dass

unabhangig vom Wert der Zahl m fur die Grole (m)0 =1 qilt.

3. Fur gerade Ordnungen m=2s s=12,...tritt als hochste Potenz der Tangensfunktion die
Ordnung m auf. Dabei alterniert gemaf Gleichung (7) das Vorzeichen in Abhangigkeit von
der Ordnungm. Fur m=4,8,... ist es positiv und fur m =2,6,... negativ. Dieses Alternieren
der Vorzeichen wird von Musils Gleichung korrekt wiedergegeben.

4. Fur ungerade m=2s-1 s=12,... weist der Term mit der hochsten Ordnung der
Potenzen von tanu die Ordnung 2s -2 auf. Dies lasst sich aus der Formel von Musil nicht
ohne weiteres ablesen. Das Vorzeichen dieses Terms alterniert wie fur geradem. Fur
m=25,9,... ist das Vorzeichen positiv, fur m=3,7,... negativ. Dieses Verhalten beschreibt

die Formel von Musil korrekt.
Formel (T-64):

Behauptung:
sinmu

sin™ u

m) tanu—(m). tan®u+(m)_tanu-—...
1 3 5

Wie bei (T-63) hat Musil keine Definitionen fiir die Koeffizienten (m),,(m),,(m), ... angegeben.

Daher kann die Formel (T-64) nicht ausgewertet werden. Jedoch lassen sich wie bei (T-63) auch
fur (T-64) relativ einfach geschlossene Ausdrucke fur diese Koeffizienten bestimmen.

Analyse:

Unter E. Weisstein: http://mathworld.wolfram.com/Multiple-AngleFormulas.html findet sich
folgende Formel

m
sinmu= Y (mjcoskusinm_kusin[l(m—k)z} (1)
k=0\K 2

Aus (1) lasst sich leicht eine allgemein gultige Beziehung fur die Berechnung des Ausdrucks
sinmu / sin™ u ableiten. Zunachst ergibt sich aus (1) durch Teilen mit sin” u

sinmu_ i(mjcot" usinlM= 7 ;k)” 2)

sin"u =

Es gilt nach (AH-3)
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Ferner gilt fr k =m

(m—k)ﬁ

sin =sin0=0

Das zugehdrige Glied verschwindet also in der Reihe (2). Die Reihe (2) nimmt unter Beruck-
sichtigung der vorstehenden Ergebnisse die folgende Form an

H m-1 _
SINmY_ 4, Z(mjsin—(m 2k)7[ cot“u (3)

sin” u =

Im Gegensatz zu den Koeffizienten p, im Kommentar zu (T-63), welche nur vom Reihenindex k

abhangen, werden die zur Reihe (3) gehodrenden Koeffizienten doppelt indiziert, weil sie
Funktionen sowohl des Reihenindex k als auch der Ordnung m sind. Dabei spielt es eine wichtige
Rolle, ob die Ordnung m eine gerade oder ungerade Zahl ist. Die Definition der Koeffizienten
lautet

-k

b, = [mjsinu (4)
’ k 2

Mit den in (4) definierten Koeffizienten nimmt die Reihe (3) folgende Form an

sinmu
sin” u

m-1
1+ b, cot“u (5)
k=0

Zu beachten ist, dass der Koeffizient b, =0 wird. Daher lauft der Index k in der Reihe (3) nur
bis zur Zahlm -1.

Jedoch anders als in (T-63) steigt die Ordnung der Terme mit dem Index k an. Daher weist die
Reihe (5) bereits eine ahnlich Struktur wie die Musilschen Formel (T-64) auf. Daher mussen die
Koeffizienten b_, in Abhangigkeit von den Gro3en m und k diskutiert werden.

m,k

Zunachst soll jedoch eine Rekursionsformel fur die Koeffizienten b, , abgeleitet werden. Es gilt
nach (4)

(m+2)! in(m+2—k)7z

b =
ik (m+2—k)k!s 2

(6)

Das Vorzeichen dieser Koeffizienten wird durch die Funktion sin[(m—k)zz/2] bestimmt. Zur
Vereinfachung wird gesetzt



Dann gilt

Nach (TH-2) gilt
sin(a + ) =sinacos z + cosasinz

Wegen sinz =0 und cosz =-1 folgt

sin(a+7)=-sina bzw. sinM:—sin(m_k)ﬁ (7)
2
Aus (6) und (7) folgt weiter
b (m){(m+1)(m+2) Sin(m—k);z
T (m—k) Kk (m+1-k)(m+2-k) 2

und schliel3lich unter Berlcksichtigung der Definition der Koeffizienten b, ,

(m+1)(m+2)

b —_—_
2k (m+1-k)(m+2-k) Ok (®)

Gleichung (8) ist die gesuchte Rekursionsformel, die die Berechnung des Koeffizienten b
dem bekannten b, , . Aus (8) folgt die wichtige Tatsache, dass die Reihenkoeffizienten b
entgegengesetzte Vorzeichen wie die Reihenkoeffizienten b, , aufweisen, wobei der Reihenindex

k gleich ist. Die Formel (T-64) von Musil vermag diese wichtige Eigenschaft nicht zu
reprasentieren, da Musil unabhangig von der Grof3e der Ordnung m seine Reihe einfach ohne
Beachtung des Vorzeichenwechsels gemal} (8) fortschreibt.

aus

m+2,k

das

m+2,k

Im folgenden werden die beiden wichtigen Falle unterschieden und behandelt, dass die Ordnung
m eine gerade bzw. ungerade Zahl ist.

[Fall 1: m = 2s gerade |

Sofern k=2r <2s ist, wird m—-k = 2(s —r) eine gerade Zahl und damit verschwinden alle
Koeffizienten b,,, = b,.,, =0 mit geradzahligen Reihenindizes k =2r wegen sin(s —r)7z =0.
Insbesondere gilt auch b, , = 0. Die Reihe (5) weist also flr geradzahlige Ordnungen m kein
konstantes Glied auf.

Wenn k = 2r —1 eine ungerade Zahl ist, gilt fur die Koeffizienten b,



2
(;j wenn m-k=15,9...
b2sk =
’ 2
_[ ;j wenn m-k =3,7,11...

Die Reihe (5) weist also nur Koeffizienten b, , mit ungeraden Indizes k auf. Diese Koeffizienten
besitzen alternierende Vorzeichen.



Fall 2: m = 2s —1ungerade

Sofern k=2r -1 r =12,3,...<s eine ungerade Zahl ist, wird die Differenz m—-k = 2(s —r) eine

gerade Zahl und damit verschwinden die zugehorigen Koeffizienten b Denn die in der

2s-12r-1"
Definitionsgleichung (4) trigonometrische Funktion sin|[ 2(s—r)z/2]=sin[(s-r)z|=0 Die Reihe
(5) weist dann nur gerade Potenzen der Funktion cotu auf. Fur die Berechnung der Koeffizienten
b, ., gilt nach wie vor Gleichung (5).

SchlieBlich folgt fur den Fall k=0

(10)

bo— 1 wenn m=15,9...
-1 wenn m=3,7,11...

Das Vorzeichen des Koeffizienten b

o Weist den Betrag 1 auf und alterniert mit anwachsender
Ordnung m

Schlussfolgerungen:

1. Die Formel (T-64) von Musil weist den grundlegenden Fehler auf, dass sie anstelle der
korrekten Winkelfunktion cotu und deren Potenzen die Funktion tanu und deren Potenzen
enthalt.

2. Ferner hat Musil die Abhangigkeit der Koeffizienten b, , von der Ordnung m bzw. der
Differenz m — k nicht erkannt. Insbesondere hat er die wichtige Rekursionsformel (8) nicht

gekannt oder nicht beachtet. Jedenfalls gibt seine Formel die Tatsache nicht wieder, dass
bei Erhohung der Ordnung m um den Wert 2 die Koeffizienten b, ,, gegenuber den

Koeffizienten b, , bei gleichen Werten des Reihenindex k die Vorzeichen wechseln.

3. Seine Formel ist nach Ersatz der fehlerhaften Funktion tanu durch die richtige Funktion
cotu nur fur gerade Ordnungen m und strukturell dann nur dann richtig, wenn
m-k =15,9,... . ist. Fir gerade Ordnungen m und m—-k =3,7,11,... weisen Musils Terme
in der Reihe (5) die falschen Vorzeichen auf. (Vgl. hierzu die vorstehende Ziffer 2).

4. FUr ungerade Ordnungen m ist Musils Formel komplett falsch, selbst wenn die falsche
Funktion tanu durch die richtige cotu ersetzt wird. Denn bei ungerader Ordnung konnen in
der Reihe (5) nur gerade Potenzen der Funktion cotu auftreten. Musils Formel (T-64)
enthalt dagegen nur Terme mit ungeraden Potenzen der Funktiontanu .




AbschlieBende Bemerkung zu den Formeln (T-63) und (T-64):

1. Diese beiden Formeln haben kaum praktische Anwendungen. Der Autor vermutet, dass
Musil sie selbst als ,mathematische Fingeribungen® abgeleitet hat. Mit groRRer
Wabhrscheinlichkeit ist Musil von den Beziehungen

sinmu = i(mjcos" usin™* usinM
o\ K 2

m—k)7z

m(m .
cosmu:Z( jcos"usm’”"ucos( >

k=0
ausgegangen. Diese Formeln waren mit Sicherheit Anfang des 20. Jahrhunderts bekannt.

2. Der Verfasser vermutet, dass Musil die beiden Formeln erst nach der ersten Niederschrift
aller anderen trigonometrischen Formeln eingeflgt hat. Hierfir sprechen die beiden
folgenden Grunde:

a. Diesen beiden Formeln hat Musil anders als allen anderen trigonometrischen
Formeln keine Gleichungsnummern zugeordnet.

b. Die Schrift der beiden Formeln ist deutlich kleiner als die der daruber stehenden, was
ebenfalls fur ein spateres Einfugen spricht.

3. Die in Formel (T-64) nachgewiesenen Fehler belegen ein mal mehr, dass Musil entgegen
der haufig in der Sekundarliteratur gedufRerten Meinung kein Mathematiker war. Darauf hat
der Verfasser' an anderer Stelle ausfiihrlich hingewiesen.

! Franz Gustav Kollmann: Robert Musil und die Mathematik, Akademie der Wissenschaften und der Literatur Mainz,
Abhandlungen der Mathematisch-naturwissenschaftlichen Klasse, Nr. 1, 2007, S. 36f,. Vgl. hierzu auch Abschnitt 2 des
vorliegenden Kommentars.



